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Abstract. We give a geometric description of a certain class of epimorphisms between complex
reflection groups. We classify these epimorphisms, which can be interpreted as “morphisms”
between the diagrams symbolizing standard presentations by generators and relations for complex
reflection groups and their braid groups.

1. Introduction

Dans létude des groupes defléxion, il est classique de consi@t certaines
classes de bons sous-groupes (les sous-groupes paraboliques) et de bons au-
tomorphismes (les automorphismes “de diagramme”). Nousep@s icia la
définition eta I'etude d’'une classe de bons quotients.

Notre motivation originaleetait de comprendre pourquoi lesepentations
par ggrérateurs et relations classiques (voir les tables de [BrMaRou]) agsaci”
differents groupes deflexion pgsentent certaines similag Prenons I'exemple
du diagramme de Coxeter de typg Quand on en supprime la double-barre, on
obtient le diagramme de Coxeter de typpe x A,. En termes de gsentations,
supprimer la double-barre consistajouter une relation de commutation. Ainsi
cette ogtration acrit un morphisme surjectif d& (F4) versW (A, x Ap) :

O—C0=0-—0-0-0 00

Quelle est la significationegpnetrique d’un tel morphisme ? Quelles en sont les
congquences, en termes d’'arrangements d’hyperplans, d’'invariants polynomi-
aux et de groupes de tresses ?
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Desépimorphismes semblables apparaissetgfemment entre groupes de
réflexion complexes. Nous expliquons comment construire des suites exactes

1 G 174 w 1

ol W et W sont deux groupes deftéxion complexes. _

Soit W un groupe deeflexion complexe, agissant sur un esp&ceDans
la situation qui nous ik‘esseG est un sous-groupe distingale W et I'action
deW = W/G sur la varéte quotientV /G s'etend en une action kgire sur
I'espace tangerit 2V /G en 0. N

Nous montrons qu# estun groupe deflexion sulV sietseulementsi /G
est une intersection congiE etW agit trivialement sur Tcir["](C[V/G], 0.

Nous expliquons alors comment relier les degdeW, son arrangement
d’hyperplans, seseflexions, ses sous-groupes paraboliques, son groupe de
tressesa 'ceux deW. Par exemple, dans le cas (crucial) 6" ne contient pas
de eéflexions, I'image d’uneaflexion deW est une eflexion deW du méme
ordre.

_Nous abordons ensuite (partie 4) le perhe de la classification des paires
(W, G). Un des €sultats obtenus est le suivant : lorsquest de dimension 2
etG = {41}, la correspondanc® — W induit une bijection entre les classes
de conjugaison de groupes deflexion complexes de dimension 2 engersdr’
par des eflexions d’ordre 2 et contena6t et les groupes de Coxeter finis (non
triviaux) de dimension au plus 3.

Nous donnons des tables de transformat&lémentaires entre diagrammes
“a la Coxeter” qui permettent deedfire Ecursivement I'ensemble des paires
(W, G). Nous expliqguons comment le morphlere—» W peutétre interpeté
comme un “morphisme de diagramme”.

Dans une dereire partie, nous traitons le prebohe inverse : au lieu de con-
struireW a partir deW et G, nousetudions I'existence d’un groupe defléxion
W étant donesSW etG.

La classification des groupes deflexion complexes reté de nombreuses
coincidences nuerologiques et correspondances internes. Certaines de ces
caincidences sont bien comprises. Par exemple, certains groupefleigori
sont des sous-groupgmaraboliquesd’autres groupes deeflexion. D’autres
coincidences sont expliges par la tedrie deseléments eguliers de Springer
[Sp]. D’autres encore peuvestré interpetées gatea la correspondance de
McKay. Le p®Esent travail permet d’expliquer un nouveau type de correspon-
dance entre groupes defléxion.

Outre le fait qu'elle permet de mieux comprendre la classification de
Shephard-Todd, un des @#ts de la correspondancedtite ici est de relier des
groupes de Coxeter, dont la combinatoire est bien cormcertains groupes de
réflexion complexes (noreels) pour lesquels desgséntations ne sont connues
qgue de fapn empirique.
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Nous dtaillons par exemple le cas du groupe exceptiodhglqui admet
comme quotient deeflexion le groupe systfiqgue Sg, faisant appanéfe une
hypersurfacesg-invariante remarquable d@°. Or, si un diagramme pouFs;
est proposé dans [BrMaRou], la question de savoir si ce diagramme donne aussi
une pesentation du groupe de tresses assesitoujours ouverte. Ce diagramme
est compatible, via le morphisnie;; — G, avec la pesentation de Coxeter de
Gs, indice qui renforce la conviction qu’il est probablement le “bon” diagramme
pOUfG31.

Reste bien entendal préciser quelles propetés exactes doiventevifier de
“bons” diagrammes des groupes éélekion complexes. Le psent travail four-
nit une nouvelle condition de compatibdi& inclure dans le cahier des charges.

2. Préliminaires

Soitk un corps de caraetistique nulle. Sk est un entier naturel non nul, on
noterayu, (k) le groupe des racinesémes de 'unié’dans.

2.1. SoitW un groupe fini agissant sur utealgébre A. Si I est un idal de
A, on noteraW; (ou Wspeca,s) l€ groupe d'inertie dd. Si x est un caraerre
irreductible deW, on noteraA)V(" la composante -isotypique deA.

2.2. SoitV un espace vectoriel (tous les espaces vectoriels cemsidéront de
dimension finie) suk. On noteraV* le dual deV etk[V] = S(V*), I'algebre
symétrique deV*. Nous confondrons parfois le seima Spek[V] et I'espace
vectoriel de ses points skri.e., V. Soit/ un idéal dek[V]. On dira quel (ou
Sped[V]/I) est une intersection congik sile nombre minimal deegérateurs
de! estégala dimV — dim(Spe&[V]/I).

Une graduation suV est une action dé* avec poids strictement positifs.
On dira qu’une graduation est standard si les poids sont tous¥.€St muni
d’'une graduation, alors I'akeprek[ V] hérite d’'une graduation, c’est-dire, d’'une
action dek* avec poids positifs ou nuls.

2.3. SoitA unek-algebre commutative de type fini, munie d’'une graduation.
Soit A, la composante de degr’ de A. On poseA, = @®;.04;. On suppose
gueAg = k : en particulier, A est un i&dal maximal ded. Soit X = Spec et
soit 0 le point deX correspondard I'ideal maximalA, de A. Si I est un idal
homogene deA, alors le nombre minimal deegérateurs homagyies de l'idal
I estdiml/A_I parle lemme de Nakayama.

L'espace tangenV = (A, /(A;)?)* au sclemaX en 0 est unk-espace
vectoriel grade’ Le lemme suivant est classique :

Lemme 2.1. Soientpy, ..., p, des€léments homanes ded . Alors A est
engendee parps, ..., p, Si et seulement si les images dg ..., p, dans
V* = A, /(A;)? engendrent/*. En particulier,dim V est le nombre minimal
de grérateurs deA.
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D’aprésle Lemme 2.1, une scission gradlW* — A, du morphisme surjec-
tif A, — V* induit un morphisme surjectif de-algébres gradeésk[V] — A,
c’est-a-dire une immersion fere€ de Spea dans son espace tangent en 0ASi
estune algbre de polynfnes, alors I'application construite est unisomorphisme.

2.4. SO|tV un k-espace vectoriel graduét soitG un sous-groupe fini de
GLgmd(V) ou GLgmd(V) est le sous-groupe o@L(V) des€léments com-
mutanta I'action dex*. On noteN (G) le normalisateur d& dansGLgmd(V)
N(G) est un groupeaductif (non ecessairement connexe) dont la composante
connexe de €lément neutre est le centrahsateur(delansGLgmd(V)

L’algebrek[V]G est unek-algébre commutative graée” de type finie et
k[V ]0 = k. Le groupeN (G) agit de margre gradee sur lak- aIgebrek[V]G
et, puisqu'il est eductif et quet est de caraetistique 0, on peut choisir une
scission gradeé N (G)-équivariante/* — k[V1¢ du morphismé[V 1S — V*,
ou V = (k[V1$/(k[V19)?)*. On identifieraV /G avec le schfma Spek[V]°.
Alors V est I'espace tangemt V /G en 0 et la scission pedente induit une
immersion fernee N (G)-équivarianteV /G — V. _

Onnote! le noyau du morphisme surjectifd'agresc[V] — k[V19,c’esta-
dire l'ideal de @finition du sclemaV /G dansV. On dit queG est dintersection
compkte si I'ideal I I'est ou, de margére équivalente, si dind/k[V].] =
dimV — dimV (en effet, Krulldink[V]¢ = dim V).

L'ensemble deslegsde G est 'ensemble des poids @& agissant su¥/
(pris avec multiplici€s). C’est aussi 'ensemble des degd’'un systme mi-
nimal d’'invariants fondamentaux homeges deG dans son action sw{V].
L'ensemble desleg®s des relationsle G est 'ensemble des poids @& sur
I/k[V].1I.0n noteraN (G, rel) le sous-groupe d¥ (G) des€léments qui agis-
sent trivialement suf/k[V], 1.

On appellereflexionde V un automorphismeg d’ordre fini tel que kefg —

1) est un hyperplan d&. On dira queG est deréflexions'il est engends”
par ses eflexions. Le tkoeme de Shephard-Todd-Chevalley [Beng®igme
7.2.1]donne plusieurs caracisations des groupes deflExion en termes de leur
algebre d'invariants :

Theoréme 2.2 (Shephard-Todd-Chevalley)Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) G est de eflexion,
(i) k[V]C estune algbre de polyomes,
(iii) k[V]estun(k[V]9)[G]-module libre de rand..

L"equivalence entre les assertions (i) et (ii) diedieime 2.2 montre qu’un
groupe deeflexion est d’intersection congie.

On appelledouble Eflexionde V un endomorphismg d’ordre fini tel que
ker(g — 1) est de codimension 2 daii's Kac et Watanabe [KaWa, Eofeme A]
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ont monte que, siG est d’intersection compte, alorsG est engendr’par ses
réflexions et ses doublesftéxions (la €ciproque n’est pas vraie).

2.5. SiV est unk-espace vectoriely est un groupe desflexion dan@Lg,ad(V)

et L est un sous-espace de alors le groupeV, est de eflexion surV [Ste,
Théoreme 1.5]. On notgl(W) I'ensemble des hyperplans deflexions dgv. Si

W’ estun groupe deeflexion surv’, ondiraquef : W — W'’ estun morphisme
de groupes deeflexion si c’est un morphisme de groupes et si I'image d'une
réflexion deW est 1 ou uneeflexion deW’.

3. Quotients de groupes deeflexion

SoientW un groupe deeflexion sur urk-espace vectoridAI’JLG un sous-groupe
distinglé deW et W = W/G. Soit V I'espace tangerd V /G en 0. On fixe
un plongementV (G)-équivariantV /G — V. On poseB = k[V] A = k[V]
et on note/ I'ideal deA définissant la sous-vaté fernge V/G OnaB" =
A/DY = AV/1V.

On noteA’(W) le sous-ensemble deg€mentsH de A(W) tels queWH #*
G 1. On c&finit A/ (W) comme le quotient del’ (W) par la relation cEquivalence
quiidentifieH et H' si WH etWH/ ontla méme image dang’. PourH € A(W)
on fixe une forme liraireay € B définissantd. PourC < A(W), on pose
ac =[lpyccy OUey = |Gyl

Dans cette partie, nous allons donner une conditegensaire et suffisante
pour que le group& soit de Eflexion surV (cf. Theoeme 3.2). Lorsque cette
condition estealige, nous comparons les pragiéi$ des grouped et W (sous-
groupes paraboliques, ordres defiaxions, arrangements d’hyperplans, @sgr”
des invariants, groupes de tresses agsoc).

3.1. Bons sous-groupes distiregudes groupes deflexion

Dans ce paragraphe, nous allons montrer uest de eflexion surV si et
seulement sG est d'intersection compte etW agit trivialement sui/ /A, 1.

Cette deweme condition a plusieurs integigations qui sont doregs par le
lemme suivant :

Lemme 3.1. Les proprétés suivantes somijuivalentes :

(i) le sclémaV/w xy,w V_esteduit;

(i) l'application canoniqueV /G — V/W xy,w V estunisomorphisme ;
(i) onal = AIV;

(iv) W agit trivialement suior{ (A/I, AJA,) ~ I/A,I.
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Démonstration.OnaV /W xy,w V = SpecA" /1" @ ,w A = Speci/(AIV).
D’autre part, I'application canoniqué/G — V /W xy,w V est bijective sur
les points ferms. Il sulte alors du Nullstellensatz que I'application canonique
A/(AIY) — A/I estunisomorphisme sietseulemem g(Al") est €duit. En
outre, c’est un isomorphisme si et seulementsst engendrpar de®léments
W-invariants.

OnaToK(A/I,AJAy) ~ 1/A,I.Ainsi, W agit trivialement sur ce module
si et seulement sI = AIY + A, 1. D’'aprés le lemme de Nakayama, =
AIY + A I impliquel = AI".

Le résultat suivant est dans leeme veine que 1e$3.3.2 et 3.3.3 de [Go].

Theoréeme 3.2.Le groupeW est de Eflexion surV si et seulement 7 est
d’intersection complie etW agit trivialement surl /A, I.

Démonstration.Supposons quéV agit trivialement sur/ /A, I et queA/I
est une intersection congi€. Alors,/ peutétre engendr’parr eélémentsw-
invariants, or = dim V —dim V (Lemme 3.1equivalence entre (iii) et (iv)). Par
congquent, l'idsal 1" de A" est engendrparr éléments. Puisqua® /1" =
BY est une algbre de polynmes en din¥’ variables,A" _est engendé par
dim V + r éléments. Comme Krulldim" = dim vV = dim V + r, on en @&duit
queA" est une algbre de polyoies, donc qué est de eflexion surv.

SupposonsV de Eflexion surV. Alors, A est unA"-module libre de rang
|W|, donc AW /1Y @,w A estunAV/IV = BY-module libre de rangW/|.
PuisqueB ~ B"[W] commeB"[W]-modules, on &8¢ ~ BY[W] comme
BY[W]-modules. Par corsjuent,A/I = B¢ est unB"-module libre de rang
|W|. Finalement, la surjection canonique” /1" ® ,w A — A/I est un iso-
morphisme, dondv agit trivialement sui /A, I par le Lemme 3.1lequivalence
entre (ii) et (iv).

PuisqueA” et A" /1" sont des algbres de polyoimes,/" est engendrpar
r éléments. Par coegiuent/ est engendrparr = Krulldim A — Krulldim A/1
eléments, doné est une intersection corrgik.

Le ThéoEeme 3.2 nous aanea la cfinition suivante :

Définition 3.3. On dira queG est un bon sous-groupe distimgd'eﬁf (ou sim-
plement queG est bon dandV) si G est d'intersection compte et siw agit
trivialement surl /A 1.

Si G est bon dansV, on a une action triviale d& sur sur les groupes Tor
supErieurs :

Proposition 3.4. Si G est un bon sous-groupe distirfgd'eﬁ/, alors on a un
isomorphisme da " [W]-modules :

Tor*(A/1, AJAL) ~ Tor®" (AY /1 AV /(A™).).
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Démonstration.On a
AVITV @5y A AV/TV @uw A~ A/I

car A est libre commed”-module et/ = AI" car G est bon " désigne le
foncteur @rivé a gauche de). Puisque

(AY /1Y @ A) @5 AJAL = AV /1Y @5y (A®Y A/AY),

ona

A/T &Y AJAL =AY /TV @Gy AV /(AY),.

Proposition 3.5. SiG est de Eflexion, alors c’est un bon sous-groupe distiagu”
dew.

Démonstration.En effet, on a alors unisomorphistig¢ G — V etle ThéoEeme
3.2 apporte la conclusion.

Remarque 3.6Si G est d'intersection comptg, il n’est pas @Cessairement bon
dansiv. Pour = w2(C) x 4(C) agissant suE? etG le sous- groupe engerelr’
par(—1, —1), G est d’intersection compte mais n’est pas bon dans

Remarque 3.70n suppose ici qué& n'est pas deeflexion. Sil'action des sur
V est absolument ieductible, alorsV (G, rel) est fini.

Soitd le pgcd des degs des relations d&. Alors, N (G, rel) Nk* = pq(k).
Par consguent, s estiréductible eG est bon dans/, alors I'ordre du centre
de W divised (en effet, un groupe deffexion est ireductible si et seulement si
il est absolument igductible).

Remarque 3.8Supposons; d'intersection comgte. Alors,G est bon dansV
si et seulement s est contenu dan¥ (G, rel). D’autre part, sV/G est une
hypersurfacei(e., Tor} (A/I, A/ A, ) estde dimension 1) étest algbriquement
clos, alorsN(G) = k™ - N(G, rel).

3.2. Proprités du quotient

On suppose ici qu& est un bon sous-groupe distirggae W. On sait que
Z = V/G est une intersection congie. Notons; : W — Wla surjection
canoniqueep : V — V/G = Z — V.Nous allongtudier dans ce paragraphe
les proprétés des applications etgq.
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3.2.1. Sous-groupes paraboliqued.a propriété de la pairgW, G) est feritée
par les sous-groupes paraboliques :

Theoréme 3.9. Soitx € V. Alors, G, est bon dandV, : de plus, I'application
canonique de I'espace tangemV’/ G, enx versV estinjective et elle induit un

isomorphisme de groupes d@‘léxioan/Gx > Wpx)-

Démonstration.Soitm I'id'eal maximal deB définissantc. NotonsH = G, le
groupe de dcomposition den dansG, K = W, le groupe de eComposition de
mdansW etK = K/H.

Soitmy = m N BY etmg = m N BY. Notons quek est le groupe de
décomposition deng.

Le morphisme Spek/! — SpedB(  estétale, donc il induit un isomor-

phisme dex K -modules(my /m?%)* — (mg/m2)*. Il s'agit donc de émontrer
quekK est de eflexion sure = (mG/m%)*.

Soit n I'id'eal maximal deA au-dessus dei;. L'application naturelle de
'espace tangenkE de A, /I, vers I'espace tangent dé&, est injective. Cette
application es -équivariante. L'espace tangent dg est canoniquement iso-
morphea V (et cet isomorphisme est compatidd’action dek). Puisquek
agit fidelement suf et est deeflexion surV (c’est le groupe deefomposition
den), il est de Eflexion surk, d’ou le résultat.

Corollaire 3.10. SoitL un sous-espace d~é.~AIors,GL est un bon sous-groupe
distingugé de W,. L'application canoniqueW,/G, — W,, est un isomor-
phisme de groupes deftéxion.

Démonstration.Choisissons un point € L tel queWx = W,. Les espaces
tangenta’V/G, enx et 0 sont isomorphes de mamW -équivariante, donc
W, /G, estun groupe deeflexion sur 'espace tangealtV/G en 0, d'apes le
Théoreme 3.9 et I'application canomqu@x/G — W, estun isomorphisme

qui envoie uneeflexion sur uneaflexion.

Remarque 3.11Sion prend¥’ un sous-groupe deffexion quelconque e,
alorsGNW’ n’est pas eCessairementbon daws (prendreW = 14(C) x na(C),
W' = u4(C) x u2(C) etG = W N SL,(C)).

3.2.2. Comparaison entr# et W. On noteram A n le plus grand diviseur
commun de deux entiers positiisetn.

Theoréme 3.12.0n a les proprétes suivantes :

() G estengendspar des eflexions et des doublesfiéxions.

(i) Le morphismeéV — W estun morphisme de groupes @fleXion. L'image
d’'une réflexions d’ordre r autour d’'un hyperplanﬁ est une eflexion
d'ordrer/(r Aeg) Sir Jeg ; son dterminant est alordet(s)s.
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(i) Soit H € A'(W). Alors, il existe un unique hyperplan defléxiong (H) de
W contenanp (H). L'applications est unisomorphismd’ (W) = A(W).
Pour H € A(W), I'ensemblegp—1(H) est la Bunion des composantes
irr'eductibles dep—1(H N Z).

(iv) Pour H € A(W), il existe une forme liedire ay € A définissant
H dont l'image dansA/I esta,-1.). L'algébre B¢ est engendzé par
{ap-1m)}meaw) etBY

(v) Soit H un hyperplan de eflexion deW et H;, H, deux composantes
irr'eductibles distinctes de~1(H N Z). Alors, H, N H» est contenu dans le
lieu de ramification des.

Démonstration.Puisque/ /G estune intersection comatt, (i) €sulte de [KaWa,
Théoreme A].

L'assertion (ii) est une coesjuence imrediate du Corollaire 3.10.

Soit H € A/(W). D’ ‘apres (i) et le Corollaire 3.10, il existe un unique hy-
perplan deeerX|on¢(H) contenamp(H) Puisque I'image del dansA(W)
est cEtermirge parW, g, I'application¢ est injective.

PourH € A(W), H N Z est purement de codimension 1 dahs.a sous-
variétt p~1(H N Z) de V est une eunion (non vide) d’hyperplans deftéxion,
car c'est une sous-vats fermée purement de codimension 1 Hecontenue
dans le lieu de ramification d&. Cela prouve la surjectivettleg et donc (iii).

SoitH € A(W) etay € A une forme ligaire dfinissantd . Alors, Ilmage
a deay dansA/I est,a une constante s, un prodU|ﬂHE¢ 1(H)oz~ avec

ag > 1. SoitH € ¢ ~Y(H), x € H tel queWH = W, etm l'id'eal maximal
correspondant d8. Soitmg = m N B¢ etmx = m N BX o0 K = G,. Soit

n l'id'eal maximal deA au dessus de. Le noyau de I'application canonique
n/n? — mg/m estcontenu dans les invariants piar(carW, /K estun groupe
de Eflexion sum/n? et agit fic€lement sumg /m%). Par consguent, 'image de
ay +n? par cette application est non-nulle. Ainsi, IéidraBG de I'anneau local
regulierBS estpremier. Puisquet estétale suBy ,I'id eal premiet Bk

de BK est engendrpara. Par consguenta By, = o HBm, doncaj = ej.

Pwsque[aH}HeA(W) etA% engendrenti, on aetabll (iv).

Soients; ets, deux &flexions déV d’hyperplans deeﬂeX|onH1 et H, telles
queq(s1) = q(s2) — cela existe par (ii). Soig = sls2 .Onag € G etg n'est
pas trivial, puisqu’il agit non trivialement suif; \ (Hy N Hz). Commeg agit
trivialement surH; N H, on en @&duit (v).

Remarque 3.13La sous-vagete p(fi) de V peutétre contenue dans un sous-
espace vectoriel strict dg(H) (prendreW = u»(C) x u2(C) et G engende’
par(—1, —1)). En outre, la vagté H N Z n'est pas rcessairement eductible
(méme exemple).
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Corollaire 3.14. Supposons qué& ne contient pas deeflexions (c’esa-dire,
e = 1lpourH € A(W)). Alors,

() G estengendsrpar des doublesflexions.

(i) Une réflexion deW a pour image dansV une éflexion du reme ordre.

(i) G est contenu dansL(V).

(iv) Limage de l'idsal Jacobien det" sur A est I'déal Jacobien de8"W sur
B.

Démonstration.Les assertions (i) et (ii) sont des ceqsiences imediates du
Théoreme 3.12. N

Puisquexc € BC pourG € A(W) (Théoeme 3.12 (iv)), on a 4, € B.
Or, oy € Bngl (cf. par exemple le Lemme 3.24), donc det 1, ce qui
montre (iii).

L'assertion (iv) est une corgiuence du Téoreme 3.12 (iv), car I'iéal Jaco-
bien deA" sur A est engendrpar] ], 4, @f "'~ et lideal Jacobien d& "

Wgl-1
sur B par[ [ zcadn a‘ al-

Remarque 3.15Soit H le sous-groupe d& engende’par les eflexions deG.
Quittea remplaceW, G etV parW/H, G/H etV /H, on se ramhe gacea
la Proposition 3.5 au casid@; ne contient pas deeflexions, c’esi-dire, au cas
ou l'applicationV — V /G est non ramifte en codimension 1.

La relation entre les degs deW, W et G est donee par la proposition
immédiate suivante (cf. Remarque 3.7) :

Proposition 3.16. Munissond’ de sa graduation standard ®tde la graduation
induite. SoitV; le sous-espace dé de degei, W; le fixateur ded; ., V; et E;
I'ensemble des degs deW; pour la graduation standard su;.

Alors W = x; W; et W; est un groupe deeflexion surV;. En outre,| J; i E;
est la Bunion de I'ensemble des degrdeW avec I'ensemble des deggdes
relations deG.

Dans le cas d’'un groupe de Coxetér, le groupeW est naturellement un
groupe de Coxeter :

Proposition 3.17. Supposons quevT/, S) est un groupe de Coxeter dans sa
représentation naturelle. Saft'ensemble desléments non triviaux de l'image
de S dansW. Alors (W, S) est un groupe de Coxeter.

Démonstration.Nous avons ick = R. Dans cette preuve, nous corgieifons
la topologie classique. SoX (resp. X) le compEmentaire des hyperplans de
réflexion dew (resp. W) dansV (resp. V) Alors, S est'ensemble degflexions
par rapport aux murs d’'une chamtrr‘e( composante connexe) dé Soit D
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limage deC dansV. Alors, D est connexe et on not@la composante connexe
de X la contenant. N

_ Soit H un hyperplan deeflexion d’un€léments € S tel ques ¢ G. Soit
H™ lintersection deH avec I'adierence deC. Alors, p(H™) est contenu dans
I'adhérence deC. Puisquep(H™) est contenu dans un unique hyperplan de
réflexion ¢ (H) de W (Théoreme 3.12 (iii)), cet hyperplan est un mur de la
chambreC. Par consguent, I'image dé est une eflexion autour d’'un mur de
C.

3.2.3. Groupes de tressesDans ce paragraphe, nous supposonsgdeC. La
topologie considfée sera la topologique classique. Posons :

M=V- |J i
He A(W)

et
M=v- | H

HeA(W)

Soitxo € M, B = m(M/W,x0) et B = m1(M/W, p(xo)). D'aprés le
Théoeme 3.12, (iii), 'applicatiorp : V — V veérifie p(M) C M donc elle
induit un morphisme de groupgs : B — B.

SoitH € A(W), y unchemin de/ tel quey (0) = xo, ¥ (t) € Mpourz < 1
ety(l) € H — UH/EA(W) i H N H'. Soitsj; le gérérateur de eferminant
exp(2m/|WH|) de WH On note[y] € B la classe d’homotopie de chemins de
xo & sj(x0) dansM assoated y [BrMaRou, Appendix 1 e§2.13] : c’est un
sj-gérérateur de la monodromie.

Alors p([yD) = [p(y)]. Si H e A/(W) c’est ung(sy)-gérérateur de la
monodromie. Sinon, c’estdlément neutre d&.

Supposons maintenant qi est le complexig d’'un groupe deeflexion
réel agissant sur I'espace vectorieet?’, avecV = V' ®g C. On reprend les
notations de la Proposition 3.17 et de sa preuve. On fixe une cha’fmi)eéﬂv
dansV’ eton choisitun point deC. Pours € S, on choisitun chemip dansV’
avecy (0) = xo, y(t) € C pourt < 1etW,q =<5 >. Soito; = [y] I"elément
de B assocg. Brieskorn [Br] a mont (voir aussi Deligne [De, Téoeme 4.4])
queB est engendr’par less;, avecs € S et gue les relations entre les sont
les relations de tresses.

De méme, on a desggerateursy, de B pours € S : d'apres ce qui pecede,
ce sont les images deg, pours € S,5 ¢ G.

On a monte’le @sultat suivant :

Proposition 3.18. Si W est le complexi@’'d'un groupe deeflexion Eel, alors
I'application canoniquep, : B — B est une surjection. Elle envoie sur o)
sis ¢ G et surlsinon.
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Cette proposition reste vraie dans le casnéggal ai W n'est pas
nécessairement le complexfd’un groupe deaflexion €el (voir [Bes, Propo-
sition 4.3)).

3.2.4. Extensions successiveseluctibilitt. Laproposition suivante estiman”
diate.

Proposition 3.19. SoitW’ un sous-groupe deflexion deV contenanG. Alors,
G est un bon sous-groupe distirggdéw’.

Remarque 3.20ll se peut queés soit un bon sous-groupe distingd'eW/ sans
étre un bon sous-groupe distirgdéW (prendreW’ = u2(C) x u2(C) dans la
Remarque 3.6).

Proposition 3.21. Soit H un sous-groupe distingude W contenantG. Alors,
H est bon dans$V si et seulement gif /G est bon dansv.

Si H est bon dand¥, I'isomorphisme canoniqu® /H — W/(H/G) est
un isomorphisme de groupes daflexion.

Démonstration.Soit m I'id'eal maximal dea” définissant le point O d& /H.
L'injection deV/G dansV induit une injection du plan tangeqt /(I +m?))*
aV/H en 0 dans le plan tangew/m?)* aV/H en 0. La propositionecoulera
de la proprété dew o’ agir trivialement sur le conoyau de cette injection.
Onal =174 (Theoreme3 2), donofH =1VAH = IW+IWm c IV +m?
et finalement/” + m? = 1" + m?. Par consquent, w agit trivialement sur
(I +m?)/m? qui est le noyau de la surjection canoniguen?® — m/ (I +m?).

Les Propositions 3.21 et 3.5 rement la classification des paire@ G)
(avecG bon) au cas G est de eflexion ou bien ne contient pas delexions.

Sile groupeW est Bductible, une eéomposition deV est presque toujours
compatiblea’ une @composition de; :

Proposition 3.22. SmentVl etV, des sous- espacé@ -stables deV/ avecV =
Vl@vz Smenth WV2 eth WV1 AlorsG, = GﬂWl (resp.G, = GﬂWz)
est un bon sous-groupe dlstlrtgdeﬁ/l (resp. Wz). En outre,G/(G1 x G») est
un bon sous-groupe dlstlngudeW/(Gl x Ga).

SiGy =G,=1,G # let Vl et Vz sont irréductibles, alorsy est de
dimensior?, il existe un entie tel quer et W, sont des groupes defléexion
cycliques d'ordred etG = W N SL(V).

Démonstration.D’aprés le Corollaire 3.10G; et G sont bons dan#/; et W.
Par conefiuent,G; x G, est bon dansW.~II resulte maintenant de la Proposi-
tion 3.21 queG/(G1 x Gy) estbon dan®/ /(G1 x Gy).

Supposons maintenatt; = Go = 1,G # 1 et ‘71, \72 irreductibles. Exa-
minons tout d’abord le casid; et V, sont de dimension 1. Aloi# est alelien et
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G ne contient pas deffexion. Par corejuentG g~SL(‘7) (cf. Corollaire 3.14)
donc est cyclique. Sod son ordre. AlorsW, et W, sont cycliques d'ordre/
comme le montre le calcul d€(G, rel) qui sera effecte’aux Paragraphes 4.1
et 4.2.1. En particulier; = W N SL(V) et est engendrpar unelement de la
forme (sq, s0) € Wi x Wo =W ol 51 etsp sont d'ordred.

Revenons maintenant au cas o est de dimension quelconque. SHit un
hyperplan deeflexion deW; agissant suvs, H, un hyperplan desflexion deW,
qglssant squ etL = H1 @ Ho. Alors, G estun bon sous-groupe distiregdé
Wy = Wy, % WH2 dans son action Slaivl/Hl) @ (Vz/Hz) qui est de dimension
2 (cf. Corollaire 3.10). D’apes la remarque predente, on enetiuit queG, est
engende’ par L urelémentg = (sq, sz) ou s; est une eflexion gérératrice deWH

Soitw € Wl AIors gwgtwte GﬂWl = 1. Par consquents; € Z(Wl)
La repesentatlonvl étant iréductible, elle est par coeglent de dimension 1
etsy engendrer De néme Vz est de dimension 1 eWz est engendrpars,.

Les deux propositions peedentes permettent de ramener la classification
des pairegW, G) (avecG bon) au caso W est iréductible.

3.3. Constructiora partir du rang2

Le résultat suivant @cise le Tieoeme 3.12 et explique comment construire
bon dangv'.

Theoréme 3.23.Les assertions suivantes saujuivalentes :

(i) le groupeG est bon dansV

(ii) il existe une familleg de sous-groupes d& engendrantG et pour chaque
G’ € G, unsous-espackedeV tel queG’ est un bon sous-groupe distirgu”
dew, ;

(iii) il existe une familleg de sous-groupes d& engendrantG et pour chaque
G’ € G, un sous-espace de codimensio2 de V tel queG’ est un bon
sous-groupe distingudeWw; .

Nous allons commencer paectire I'action d’'une eflexion ou d’une double
réflexion sur un produit de formes éaires.

Lemme 3.24. Soit 7 une famille finie d’hyperplans d¥ stable et permaté
transitivement par uelementg € GL(V). Soita = [[,.ran OU oy €st une
forme lingaire d&finissantd . SoitH € F eta e k* défini parg¥(ay) = aay.
Alors, g(a) = ac.

Supposong reduitea un hyperplard eta # 1,i.e, g(ay) € (k—{1Day.

Sig est une eflexion, alorsi = ker(g — 1).

Sig est une doublegaflexion, alors il existe une (uniquedftéxions d’hyper-
plan H telle quegs est une eflexion. En particuliekker(g — 1) C H.
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Démonstration.Soitay € k* défini parg(ay) = agay o0 H' = g(H). Alors,
g(@) = ([yyeran)a etg?ay) = ([1cr an)an, d'ou la premére partie
du lemme. N

L'hyperplanH est stable pag et g n'agit pas trivialement suv /H.

Si g est une eflexion on en dduit queH = ker(g — 1).

Supposons maintenant ggeest une doubleeflexion. Il existe une unique
réflexions d’hyperplanH telle quegs(ay) = ay. Alors, gs est une eflexion.

Le lemme suivantfournitun cete pour qué& soitbon entermes d’invariants.

Lemme 3.25. Supposons qué ne contient pas deeflexions. Alorsi est bon
dansW si et seulement & € SL(V) et pour toutC € A (W), on ac¢ € BS.

Démonstration.Supposons bon dandV . Les proprétés requises sont doees

par le Tréoeme 3.12 (iv) et le Corollaire 3.14 (jii). N
Montrons maintenant laeciproque. SoitH € A(W), C € A'(W) con-

tenantd et K = GWy. L'ensembleC est stable sous 'action dg. D’apres

le Lemme 3.24¢¢ € Bl’;l. Donc,ac € B(ferl. Il resulte de [Sta, Lemme 2.2]
gue la famille des hyperplans defléxion deK est incluse dang'. Puisque
les éléments deC sont des hyperplans defléxion dek, on en dduit que
A(K) = C. B

Pours’ une gflexion autour d’'un hyperplafl’ € C, il existes € Wy tel
quess’ € G, donc detss’) = 1 ets, s" ont le mEme ordre. Par corguent,
|Wa| < [Wg|. On montre de r@ie 'inégali€ inverse. Par coegjuent, I'entier
|Wy| estindpendent du choix dB’ € C. On le notee.

Puisquer;. € BY , il resulte de [Sta, Téoeme 2.3] queBX | = apBX
pour0<i <e.

On a mont€ queB® = @,_,_, a-BX, donc B¢ est engendré parBX et
ac. Par consguent, I'espace des invariants e, dansV est un hyperplan et
doncWy est un groupe deeflexion surV. Donc, W est de eflexion surV'.

Démonstration du Téoreme 3.23Notons que (iii}= (i) est clair.

SiG estbon, alors il est engeredpar deseflexions et des doublesftéxions
d’'apres le Tigoeme 3.12, donc il existe une famille finfé de sous-espaces de
codimension 2 dé’ telle queG est engendrpar lesG,, pour L € F. D’apres
le Corollaire 3.10,G; est un bon sous-groupe distirgde W,. On a monte’
(i)=(iii).

Montrons maintenant (i (i). Grace aux Propositions 3.21 et 3.5 etau Corol-
laire 3.10, on peutremplacéretW parG/G, etW/G,,ouG, estle sous-groupe
engende par les eflexions deG. On peut ainsi supposer qadene contient pas
de Eflexions. N

SoitC € A'(W). SoitG’ € G, L un sous-espace détel queG’ est bon dans
W, etg € G’ une doubleeflexion.
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On aac = acacr 00 C' = CNAW,) etC” = C — C'. LensembleC’
admet une partition en partig3 formée des hyperpland’ avecG’' Wy fixe.
Pour une telle parti®, il resulte du Lemme 3.25 qug, € BS. Puisquexc est
un produit de telsp, on acc € BS.

Il resulte du Lemme 3.24 que-» € B$. Par consquentoc € B¢, donc
ac € BY puisqueG’ est engendr par des doublegflexions (Corollaire 3.10).
Donc,ac € BY et le thréoeme Esulte du Lemme 3.25.

Le résultat suivant @cise la preng@re implication du Teoeme 3.23. On
noteZ, une racine primitive-ieme de I'uni€ dans.

Theoréme 3.26.SoitG un bon sous-groupe d& ne contenant pas deflexions.
Pour H € A(W), soitsy le générateur deWy, de déterminant; g, .

Alors,G estengendrparlessy sy, ou{H H'} décritles paires d’hyperplans
de A/ (W) ayant la n€me image dand’ (W).

Démonstration.Soit G le sous-groupe de engende par IeSstsH Puisque
GWy = GWHf detsy) = det(sy) etG < SL(V) onaG’ <G.

Si GWy = GWy pour H, H' € A(W) alors G’ WH = G'Wy. Par
congquent, il Esulte du Lemme 3.25 qu#& estbon dan® et du TréoEme 3.12
(iv) que B¢ = BS. Par consquentG’ = G.

Remarque 3.2711 ne suffit pas queG soit engends par desléments de la
formes’s~! comme dans le Té6Eme 3.26 pour qu'il soit bon, comme le montre
I'exemple suivant.

Soit W = B,(4) (sous-groupe d& L,(C) des matrices monomial@scoef-

ficients non nuls dang4(C)) et G le sous-groupe engerelparg = —1. Soit
01 , 0 -1 ;1
10 ets’ = 10 .Alors, g = s's™* ets, s’ engendrent les groupes

Wiers—1 €t Wieryr—1 respectivement. Cependani,n’est pas bon dan®’ car il
n’est pas bon dans le sous-groupeVddormé des matrices diagonales qui est
egala u4(C) x u4(C) (cf. Propositions 3.19 et 3.22).

3.4. Cas o'W est alglien

Nousétudions dans ce paragraphe le casioest allien, c’esta-dire le cas o’
G contient le groupe des commutateursiWleDans ce cas, bien qu’un groupe
alélien puisse toujourstfe Bali®€ comme un groupe deftéxion, il est possible
gue W ne soit pas un groupe deftéxion surV, comme le montre I'exemple de
la Remarque 3.6. On a cependant les desxiitats suivants :

Proposition 3.28. SiG = [W, W] estle sous-groupe engerdpar les commu-
tateurs deW, alors c’est un bon sous-groupe distirggdéWw .
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Démonstration.Pour H € A(W), le groupeGWy est distinge’ dansiv. Par
congquent, sC € E(W), alorsC estW-stable, doné&ac est une re@Sentation
de dimension 1 d& . Alors, G = [W, W] agit trivialement sur cette degme et
le Lemme 3.25 montre qué est bon dansV.

Combirée aux Propositions 3.21 et 3.22, la propositioaggdente donne
une description compte des caswG est un bon sous-groupe distirggde W
contenanfw, W1.

Remarque 3.29Stanley a dtermir€ les cas 0°G = W N SL(V) est
d’intersection comgte [Sta, Tko€me 5.1]. Comme la Remarque 3.6 le mon-
tre, W N SL(V) peutétre d’intersection compte sangfre un bon sous-groupe
distingLg.
Proposition 3.30. SoitG = W N SL(V). On suppose qu# /G est d’ordre
premierp. Alors A'(W) est éduita un seuklémentiC. De plus, le group& est
bon dansi¥ et l'algebre B¢ est engendré par les invariants fondamentaux de
W etac : V/G est donc une hypersurface davisL'ideal I est engendspar
un seulglément qui est obtenu en remarquant qiec B".

Soientdy, ... , d, les deggs deW et soitN = |.A(W)|. Alors les deges de
G sontdy, ... ,d,, N etle deg€ de la relation de&5 estNp.

Démonstration.Cela €sulte du Lemme 3.25 et de [Sta,elieme 3.1 et Corol-
laire 5.6].

4. Classification

Le but de cette partie est detéiminer les paire&G, W) ol W estun groupe de
réflexion etG un bon sous-groupe distingwleW. On supposera pour cela que
k=C.

Le ThéoEme 3.23 montre qu'il suffit de traiter le cas 6‘estge dimension
2. Grace aux Propositions 3.21 et 3.5, on peut rempléaeat W par G/ G,
etW/G,, ol G, est le sous-groupe de engende par les eflexions deG : on
étudiera donc le casi@r ne contient pas deffexions. D’apes le Corollaire 3.14,
cela implique qué&s est contenu danSL(V).

Dans cette partie, nous ferons donc I'hypesé suivante :

Onsuppose queé est contenu dan$L (V). Enoutre, etce jusqala Sect. 4.5,
on suppose qudimV = 2.

Une @éférence possible pour lesgultats utilies concernant les groupes de
réflexion complexes est [BrMaRoul]. N

Fixons tout d’abord quelques notations. SBitun espace vectoriel de di-
mension 2 muni de sa graduation standard et(soit) une base d&. On note
(X, Y~) labase d&* duale dgx, y). Viale choix de cette base, nous identifierons
GL(V)avecGL»(C).
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Il est bien connu que tout sous-grougede SL,(C) est d'intersection
compEte et que son adtpre d’invariantsB¢ est engendré par trois polyames
homogenespi, p, et p3. On poseal; = degp;. Les p; seront nurafoBs de sorte
qued;, < d» < ds et choisis de sorte que I'espace qu'ils engendrent dhs
soit stable sous I'action du normalisatévitG) de G dansG L»(C). On notera
V* cet espace vectoriel et on notépg, X, X3) leséléments det = k[V] cor-
respondan& {p1, p2, p3) : I'image deX; par le morphisme surjectif d'addpres
grad€esA = k[X1, X, X3] — BY estp,. On notera(xy, x2, x3) la base d&/
duale de(X3, X2, X3). Le groupeG L(V) sera identi#®'a G L3(C) par le choix
de cette base. On notera

¢ :N(G) —> GL3(C)

le morphisme de groupes induit.
PuisqueG est d'intersection compte, le noyau du morphismeA — B¢
est engendrpar urelément homogneR de degee (le dege deX; estd;). Avec

ces notations, on a
d1dads
|G| = .
e

4.1. G d'ordre 2

Avant de s'inEresser au casegéral, nous allonsetrire la situation lorsqué&
est d’ordre 2. Supposons donc gde= u»(C), 'unigue sous-groupe d’ordre 2
de SL,(C) (on identifieC* avecZ(GL(C))). On prendp; = XY, p, = X2,
p3=Y2etR = X? — X,X3. Onadonal; = d, = d3 = 2 ete = 4 car tous les
X; sont de degr$ 2. Lensemble des dexgdeG est alorg2, 2, 2} etl'ensemble
des deges des relations e§t).

Le normalisateur d& dansGL,(C) estGL,(C) et, sig € GL,(C), alors
¢(g)(R) = (detg)?R. SiC O(R) est le groupe conforme orthogonal de la forme
guadratiquer surV, alors I'image du morphisme naturel de groupeghigjues
¢ : GL2(C) — GL(V) est contenu danSO(R). De plus,

N(G,rel) = v/SL»(C) = {g € GL2(C) | g% € SL»(C)}.

et 'image deN (G, rel) par le morphisme est le groupe orthogon@ (R) de
la forme quadratique&R. La proposition suivanteesulte de ce qui pEde, du
ThéoEeme 3.2 et de la Proposition 3.16 :

Proposition 4.1. SoitW un groupe deeflexion complexe de rai&gt contenant
G = {1, —1}. AlorsG est bon dangV si et seulement 8V est engendspar des
reflexions d’ordre2. Dans ce cas, €, a etb sont les deggS deW dansV, alors
les degges deW dansV sont2a et2b.

Notons les esultatselémentaires suivants :
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Lemme 4.2. Soitg unélément de5 L,(C) dont les valeurs propres sohtet 1.
Alors les valeurs propres dg(g) dansV sonti?, u? etiu.

Corollaire 4.3. Sis est une eflexion d’ordre2 de GL,(C), alors ¢(5) est une
reflexion d’ordre2 de O (R). Réciproquement, si est une eflexion deO(R),
alors ¢ ~1(s) est forn® de deuxeflexions d’ordre.

Le morphismeyp établit une bijection entre I'ensemble des classes de con-
jugaison de sous-groupes da.,(C) engendes par desaflexions d'ordre 2
et contenant-1 et 'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes non
triviaux de O (R) engendes par desaflexions.

Remarquons qu’un sous-groupe finidér) stabilise une structureelle sur
I'espace vectorieV, donc la correspondance ci-dessafmif une bijection entre
les classes de conjugaison de sous-groupes finisIdg€C) engendes par des
réflexions d'ordre 2 et contenantl et 'ensemble des classes de conjugaison de
sous-groupes finis non triviaux deL3(R) engendes par desaflexions, c'est-
a-dire, 'ensemble des classes d’'isomorphisme de groupes de Coxeter de rang
compris entre 1 et 3. N

Un cas particugrement intressant est celuiuole groupe W/G  est
irreductible. Un cas particdiement intressant est celuiuole groupeW /G
est iréductible. Il n'y a que trois classes d'isomorphisme de groupes de Cox-
eter ireéductibles de rang 3, les groupes de typg Bs et Hz. Leurs images
réciproques pap sont les groupes de tyfe;,, G13 et G, respectivement.

La Table 1 donne la liste des groupes @élaxion complexes de rang 2,
engendes par desaflexions d’ordre 2 et contenaGt= 112(C), leurs deges, le
type du groupéV /G et les deges deW /G ; d désignera un entier naturel non
nul (on convient qud,(1) = A,).

Table 1. Quotients patt1 de groupes engerel par desaflexions d’ordre 2

W degésdeW W/{1,—1} degesdeW /{1, —1}
G1o 6,8 A3 2,3,4
G13 8,12 B3 2,4,6
Goo 12,20 H3 2,6,10
1>(2d) 2,2 I>(d) 1,2,d
G(2d,d,?2) 2d, 4 Ir(d) x A1 2,2, d

4.2. Sous-groupes d&.,(C) et GL,(C)

Sid est un entier naturel non nul, on notetale groupeu,(C). Pour; € C*,

on pose :
0
(0) = (ggl)-
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-2

On pose aussi

et
_ (01
S = 1 O .
On pose Co=11t@) ¢ =1,
et Iz(d) =<< Cd, s >

fz(d) =<o0,Cy > .

Le groupel,(d) est une extension centrale du groupediél d’ordre 2, I>(d),
parZ/2Z. Notons quéel,(1) est conjugeaC, dansG L»(C).

On noteS, le normalisateur dé2(2) dansSL,(C). Soit2l, le groupe @fivé
de S,. Le grouped, (respectivemertll,) est une extension centrale du groupe
symétrique de de@ 4 (respectivement du groupe alteié dege’4) parZ/2Z.
On notes un sous-groupe d&L,(C) extension centrale du groupe alterié
degg 5 parZ/2Z. La proposition suivante est bien connue :

Proposition 4.4. SoitG un sous-groupe fini d&L,(C). Alors G est conjuge,
dansGL,(C), a un et un seul des group€y (d > 1), L(d) (d > 2), s, Sy et
As.

Pour finir, on pose

7= {(o)

Coo ={1(5) 1 £ € CY}

a,beCX},

et

I3(00) = (C, 5).
La Table 2 donne, en fonction du grou@e les valeurs des paraties|G|, d1,
do,d3, e, N(G) et N(G, rel).

Remarque 4.5Le groupel,(2) est le groupe des quaternions.

Justifions maintenant la table potir= C, etG = L(d) (les trois derniers
cas se traitent de maare similaire et sont laiss au lecteur).

4.2.1.G = Cy. SoitG = C, pourd > 3. Le normalisateuN (G) de G dans
GL,(C) est
N(G) = (T, s).

On prendp; = XY, p2 = X9, p3 = Y? et R = X¢ — X,X3. On a donc
di=2,dy =d3 =dete =2d.Onas € N(G,rel), doncN(G,rel) =
(s, N(G,rel) N T). Finalement,

N(G,rel) = I,(c0) luy.



424 D. Bessis et al.

Table 2. Sous-groupes finis dgeL»(C)

G |G| di, d2, d3 e N(G) N(G, rel)

Co 2,2,2 4 GL(V) VSL(V)

Cy(d=>3) 2,d,d 2d (s, T) I2(00) oy

2
d

L) (d=>=3) 4d 4,2,2d+1) 4d+1) DLEHC* L4y
8

(2 4,4,6 12 G4C* Sau12
Ay 24 6,8, 12 24 &4C% Samoa
Sa 48 8,12,18 36 &4C* Sanzs
As 120 12, 20, 30 60 As5C* As /60
4.3.G = I(d)

Considrons maintenant = I»(d). On prendp; = X2Y?, p, = X% 4+ y%,
p3= XY (X? —y?)etR = X2 — X1(X2—4X¢).Onadonel; = 4,d, = 2d,
d3 = 2(d + 1) ete = 4(d + 1). Calculons maintenant le normalisateur@e
Tout d’abord, remarquons que le groupsidé deG est le groupe”, donc le
normalisateur dé& est contenu dans le normalisateur@je

Sid > 3, alors le normalisateur d&(d) est contenu dans s, T >. Pour
déterminerN (G) et N(G, rel), il suffit de determiner leur intersection avég
puisques € N(G, rel) :

TNN(G) = {<aog>‘a2d:b2d}

T N N(G, rel) = {(g 2) ‘ a® = p2 | (ab)yXt2 = 1} :

Supposons maintenaidt= 2. On aN(G) = S,4 - C* et, pour montrer que
N(G, rel) = Sy, il suffit de montrer qu®4 est contenu dan¥ (G, rel) et
d'utiliser la Remarque 3.7. Montrons donc gigstabiliseR. L'espace vectoriel
des invariants d& de dege’6 est de dimension 1 et engeagerps et on note

: 64 — C* le caractre lindaire deS, par lequel&, agit sur cet espace
vectorlel Alors, S, agit surCRr via le caraatie lindaires? de S4. Comme
I'abélianiss deG, est d’ordre 2, le caraetee? est trivial, donaS, C N(G, rel).

Remarque 4.6Si G = s, &4 ous, alors les de@s deG sont tous distincts.
Il en résulte que s est un groupe deeflexion deG L(C) contenantG comme
bon sous-groupe distingualorsW /G est alglien.
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Table 3. Groupes deeflexion iréductibles de rang 2

1% W N SLy(C) W/Z(W) ag W WNSLaC) W/Z(W) aj
G(mn,n, 2) fz(mn/Z) Gl é~54 G4 12
(m pain G12 %M Sa 2
G13 G4 Gy 2

G(mn,n,?2) Cimn G14 Ay G4 6
(m impain G15 Sy Gy 6
Gy (2 Ag 3 G116 Q~l5 Asg 5

Gs A4 A 3 G17 s A5 10

Gg L(2) Ag 6 G1g 5{5 Asg 15

G7 Ay Ay 6 G19 As Asg 30

Gsg Q~l4 Gy 4 Goo Q~l5 Asg 3

Go &4 Ga 4 G As A5 6
G10 Ay (GY) 12 Goo 5{5 Asg 2

4.4. Classification en rang deux

La Table 3 donne la listea conjugaison m@s, des groupes deftéxion w
irreductibles de rang 2, le type d& N SL,(C), de W/Z(W) ainsi queaj; =
[W : W N SLy(C)].

Pour la classification en dimension sugure, nous aurons aussi besoin des
groupes deeflexion de rang 2 non ieductibles. Ceux-ci sont produits directs
de deux groupes cycliques d’ordreetn. Pouréviter la confusion ave€,, on
préférera la notation

Z/mZ®Z/nZ = {<g§9> ‘ M="= 1}.

L'intersection deZ/mZ @ Z/nZ avecSL,(C) estC,,.,. Soitd un diviseur
dem A n. Pour queCy, soit bon danZ/mZ & Z/nZ, il faut et il suffit que
Z/mZ ®Z/nZ C N(Cq,rel) = I(00) 24, C€ qui NE se produit que si|d et
n|d. Ainsi les seules pairedV, G) ou W est Eductible etG est non trivial et
bon sont de la formé&Z/mzZ & Z/mZ, C,,).

Les calculs effectes pecedemment permettent maintenant d’obtenir la clas-
sification :

Proposition 4.7. Soitjf/ un groupe de eflexion de rang et soitG un sous-
groupe distinge”de W contenu dansSL,(C). Alors G est bon dandV si et
seulement si on est dans 'un des cas suivants :

@ G=Cyet W est engendr par des eflexions d’ordre? (cf Table 1).
(b) G=Cy(d=3) etW = G(mn, n, 2) avecm|d etd|mn.
(c) G = I,(d) (d = 3) etW = G(2d,d,2) ouW = G(4d, 4d, 2).
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Table 4. Quotients non addiens de groupes deftéxion de rang 2

(G, W) degiés deW e w deg@és dew
(Cq,G(mn,n,2) mn,2m 2d G(m,1,1) x G(mn/d, mn/d,2) m,mn/d,?2
(I2(2).G12) 6.8 12 Ao 2,31
(I2(2), G13) 8 12 12 Ap x Aq 2,3 2
(I2(2), G14) 6,24 12 G312 3,61
(I2(2), G15) 12,24 12 G(3,1,2) x A 3,6 2

(d) G =5 etW=G@4,220uW =G;avecd <i <7oul2<i=<15
() G=A4etW =G;,i =50u7<i <15

(f) G = 64etW G15

(9) G=UAsetW =G;,16<i < 22.

PourW = G(mn,n,2), on a utili€ le fait suivant : on &G @mn,n,2) =
< s5,Gmn,n,2)NT >etGmn,n,2)NT = {(a 0> | a™ = ™ = 1,

0b
(ab)™ = 1}.

Etudions maintenant deux exemples de grouyewceptlonnels

Considrons d’abordV = Gis. PwsqueW NSLy(C) = Sa, les seulsG
distingss dans¥ sontu,(C) (qui a Eja éte etudi), I(2), A4 et S, (ce sont
tous des sous-groupes camdfiques deS,).

On aW/Z(W) 64, doncW < 64 oo Pwsque{W WmSLz(C)] = 6,
ona plus pec&mentW <G, 112. On en @duit queIz(Z) 2, etS, sont bons
dansWw.

PourW = G11, 0n a aussiW N SLZ(C) 64 et W < 64 Uso- ON a
[W W N SLz(C)] =12, dOﬂCW < 64 24 PUISQUQW| |64 24/, ON &
I"egalie W= S4 - pos. On en dduit que‘2l4 est bon dan$V mais quel,(2) et
S.4 ne sont pas bons daiié. N N

La Table 4 contiegt toutes les pair@s, W) telles queG est bon dandv,
G # {1, -1} etW = W/G n’est pas aélien.

4.5. Classification en rang sepéeur

Grace au TeoEme 3.23, le proleime greral de la classification des paires
(W, G) se ranenea la classification en rangetdblie ci-dessus. Bcisons com-
ment cetteeduction s'opre. SoitW C GL(V) un groupe deeflexion et soiG
bon dansw. D’apres 3.23 (iii), SiG est non trivial, il existe un sous-espacele

V de codimension 2 et un sous-groupe non trigiatle G tel queG’ est un bon
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sous-groupe distingudeW, . La classification en rang 2 donne, pour chatlue
une liste dess’ possibles. SoiG” la cldture distingee deG’ dansW. Toujours
grace au TRoEme 3.23, il est clair qué’ est bon dansV. D'aprés 3.21, le
groupeG /G’ est bon dandV /G’. Comme l'ordre de&G /G’ est strictement plus
petit que celui d&7, on peut, quitteaitérer 'opération, reconstruiré a partir
de groupe%;’ de rang 2. B

On est ainsi ramana classifie[,v pouW donrg, les pairesL, G’) avecL
de codimension 2 e’ bon dansW,, a conjugaison @s. Il suffit d’ailleurs
de consi@rer, parmi ces paires, celles pour lesquelleésst minimal, puisqu'’il
s'agitsimplementd’initier le processwsatirsif ; les tables que nous donnons plus
bas en donnent la liste. Les diagrammasd Coxeter” fournis dans [BrMaRou]
facilitent la recherche des paires, G’). Sauf pour les groupes exceptionnels
Go7, Gog, G3z €t Gay, CES diagrammes padent la propefé suivante : soiff
un syseéme de gierateurs dév correspondant au diagramme ; pour tout sous-
groupe “parabolique”, c'esa-dire de la formé¥,; pour un certain sous-espace
L, il existe un sous-ensembleC S tel que le sous-groupe engeagrar/ soit
conjuglea w;.

4.6. “Morphismes de diagrammes” et nouveaux diagrammes

Consicrons la pesentation< S|R > assocge au diagramme standard d'un
groupe deeflexionW C GL(V). Soitl C S. Le sous-groupe d& engende’
par les eflexions dd estde la forméV;, ou L estun sous-espace Hel'espace
L est de codimension 2 quaridest composde 2€léments IEs par une relation
de tresses usuelle, ou compa$é 3€léments s par une relation de valence
3, par exemple une relation circulaisex = rus = ust (voir [BrMaRou]).
Quotienter par urG’ bon dansW; correspond ajoutera’ R une ou plusieurs
relations supmmentaires, liant lesléments dd. Soit R’ le nouvel ensemble de
relations. Le groupe quotiemf admet la pesentation< S|R’ >

Il se trouve que, dans la plupart des cas (en fait dans tous les cas, sil'on con-
sidére les diagrammes modifi‘que nous proposons plus bas), cesgntation
est identique, pour peu que I'alimine les gnérateurs et les relations redon-
dants,a celle doneé par le diagramme standard #e Ainsi, le morphisme
W — W provient d’'un “morphisme de diagrammes” entre leurs diagrammes
standard. Nous n’abordons pas cette formalisation dansekept travail. |l
serait souhaitable de comprendenggtriquement la cagjorie des groupes de
réflexion avec “morphismes de diagrammes”. Notons toutefois qu’elle exigerait
une dfinition pecise non seulement de la egtrie des diagrammes, ce qui ne
pose pas de difficudt’mais aussi du “foncteur” gai un groupe degflexion as-
socie son diagramme (ou vice-versa). Deux diffiesiipparaissent : lagsénce
d’eléments deNGL(V)(W)/W qui ne peuvent pastfe gali€s comme automor-
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phismes de diagrammes et l&pehce de sous-groupes paraboliques qui ne sont
pas conjugasa des sous-groupes paraboliques standard.

Les seules exceptiorssla compatibili€ entre diagrammes so6t,, G13 et
G, : selon la Table 1, ils admettent comme quotientsefkexion les groupes
de Coxeter de type respectivemeint Bz et Hs ; or, partant des diagrammes de
[BrMaRou], on ne retrouve pas au quotient deseysts ghérateurs de Coxeter.
Nous proposons de nouveaux diagrammes, compatibles au quotient avec les
présentations de Coxeter.

Soienta, b, c, e, f des entiers. Le diagramnig,, .(e, f)

CRNGENC
N t u
symbolise la pgsentation
a__ b _ ¢ __ _ —
<s,t,uls® =t"=u=1,...tstus = ...ststu, ustut... = stutu... > .
~— —_— —

e+1 termes e+ltermes f+1termes f+1termes

La relation entre etr est la relation de tresses de longuetitordue” en inter-
calantu en dernére et en avant-demrié position. De e pour celle entreet
u, d’'ou les agtes “tordues” du diagramme.

Les groupess1,, G13 €t Gy, corresponderda = b = ¢ = 2 et respective-
menta(e, f) égala(3, 3), (4, 3) et(5, 3). On \Erifie ai€ment qu’en supprimant
les relations quadratiques on obtient unegeritation du groupe de tresses as-
SOCE.

Les groupes deeflexion complexes de rang 2, noeet§, contenant1
et engend$ par deseaflexions d’ordre 2 correspondent aux paifesf) €
{(3,3),(4,3), (5,3), (d, 2)(d = 2)}. Ce sont exactement les paires f) avec
e, f>2tellesque le+1/f > 1/2.

En ajoutant la relationu = us, les relations se simplifient et I'on retrouve
la présentation de Coxeter asseed

(cf Table 1).

Le diagrammafa,b,c(e, f) redonne les @sentations de [BrMaRou] pour un
certain nombre de groupes de dimension 2 (en dehors de&s,6a613 et G2,
ou les pEsentations sont nouvelles). lls fournissent ainsi des diagrammes pour
tous les groupes deflexion complexes de rang 2 qui ne sont pas de Shephard :

— Irp4(e,2) pourG(de, e, 2),d,e > 2
— I23(2,4) pourGis
— 133(2,2) pourGy, I>34(2, 2) pourGi; et 35(2, 2) pourGg.
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4.7. Tables des quotientdementaires

SoitW c GL(V)un groupe deeflexion complexe. Les Tables 5 et 6 permettent
de retrouver tous leS C W tels queG C SL(V) etG estbon dan¥, ainsi que

les quotientsV = W/G correspondants. Congibns le diagramme standard
assocg'a W, c’estd-dire la Eunion disjointe des diagrammes standard associ”
aux facteurs deaflexion iréductibles dév. Les quotientd¥ = W /G sont les
groupes deaflexion obtenus en appliqguant une ou plusieurs des transformations
élémentaires €€rites. (Les tables contiennent toutes les pe(WTésG) ou G est

bon, non trivial, minimal — pour simplifier les tables, nous n'avons pas exclus
certains caswG n’est pas minimal).

Les tables se lisent de ladar) suivante. La preraie colonne donne le nom
usuel d'unW irreductible, la seconde son diagramme. La tesis colonne
donne le diagramme quotient, obtenu en rajoutant la relationedodans la
derniére colonne. Un gferateur deW est envog’ sur le gnérateur de refe
nom deW. Comme il est explige’en 4.5, un quotierglémentaire est dorerpar
le choix d'un sous-espadede V de codimension 2 et d&’ minimal bon dans
Wrg.

Exemple.Le groupeG(4 2, 4) admet de multiples quotients defléxion :

"
@@ \@ @ "o “e-e
s @ ti 5] 13
=0 000 = e 00
s 11 1) 13 N I %)
= 0 2 e
s 1 s

Remarque 4.8.

— Latransformation d&,4 (ou Gs) versSs (ou G4) consistea™“replier” le dia-
gramme. Une telle transformation padiy n'est pas possible &i > 5 (c’est
liea la simplicig du groupe altee?(,, pourn > 5). Ainsi tous les quotients
non triviaux deS, s’obtiennent par des morphismes de diagrammes.

— ExcluonslaegleZ/pZ & Z/pZ — Z/pZ. Partant dé¥ quelconque, et ef-
fectuantles transformations au hasard, on aboutit tougpumsliagramme qui
ne peut plugfre transforra’ Ce diagramme est celui @2 = W /[W, W],
qui est un produit direct de groupes @dleXion de rang 1.
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Table 5.Bons quotients minimaux en rang su@ura 3
W Diagramme déV Diagramme dev Relation
Engende par deseflexions ® L
s1,....s d'ordrep s S1=r =5
64, Gos O—0o—~©@ Oo— s=u
s u N t
Gas @—0—0 @ 6—06 P
s t u s t u
Gag @—@—0—0 @0—@ 0—O tu = ut
(= W(Fg) s [ u v . / " v
@ v
RN
Gao @—0@—@ @—20—0—® tu = ut
s t u N t v u
s@\@ v @ @w
Ga1 / \ / \ Su =us
@— 00— @O—©@—~@
u v t u v
Gp.ny O—@—Q@— -—Q@ @® @—@— @  sy=ns
s 2 -1 s 1 17} In-1
n @ n @ ftity ...
A N 21
G(md, md, n) md 7@7 7@ m 7@77@ _n;,t;arn/wes
tﬁ/l. 2 [} In-1 ti @ 2} h—1 -2 -
m termes
1 @\
G(d.d,n) d —@——@ @—@— - —©@ n=1
1y @ 17} In-1 1 17} In-1
11 @\
G(d,3d,ny 3 —7 ——Q O>—0——0 n=1
tﬁ/l. O [} In-1 ti 7} -1
11 @\
G(de,e,n) @ 7®7 —@ @ = ——@ gy =uns
+1 -1 5 1 () 12 th-1
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Table 6. Bons quotients minimaux en rang 2

w Diagramme déV Diagramme déV  Relation
m
Ip,p(m) @ @ @ s =1t
s t s
md m Sts ...
I (md) @ @ @ @ m termes
P4 = tst...
N t N t N ——

m termes

e S e f
ia,b,c(e’ b @m@m@ SU = us
s t u s t u

4.8. Un exempleG3;

Soient

~1000 1/2 -1/2 —1/2 —1/2 0i00
_| o100 _[-12 12-12-172 | -iooo0
=1 oo10|" "T | -12-1/2 12-172|" *T| 0010
0001 ~1/2-1/2 -1/2 1/2 0001

1000 0100

_loo10 _l1000

YZlo1o00|° “T o010

0001 0001

SoitW le sous-groupe dé L4(C) engende’pars, ¢, u, v, w. C'est le groupe
de Eflexion complexess;. _

Soit G = 0,(W), le plus grand 2-sous-groupe distirgdé W. C’est un
groupe d’ordre 64, engerelpar

OO0
P oOoOoo
oOFr oo
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Les droites de la base canoniquedfdorment un systme d’imprimitivité de
G ; le groupe sous-jacent des permutations de ces quatre droites estle sous-groupe
kleinien 8 de &4 (le sous-groupe engeralpar les doubles transpositions). Les
coefficients non nuls de la matrice d'alément de5 sont soit tous dans-1, 1},
soit tous dan$—i, i }.

La repEsentation naturelle d& est iréductible. Le centre dé est d’ordre
4. Le carg d’'unélément de&G est une matrice diagonadecoefficients diagonaux
dans{—1, 1}. Ainsi I'exposant d&; est 4. N

Etant donee une eflexion grératricer de W, on consi@re I'ensemble
des Eflexions dang; - r. C’est un ensembla 4 éléments. Pour chacun de ses
éléements, on consate une forme lieaire &finissant I'hyperplan desflexion et
enfin, on notep, le produit de ces formes laaires. On a

ps = X1X2X3X4, pr = (X1+X2)? — (X3+ X2)?)(X1— X2)? — (X3 — X4)?)

pu= X2+ XH(X2+XD), p,=(XZ—X3)(X3- X2

etp, = (X5 — X)(X5— XJ).

L'algebre C[X1, X», X3, X4]° est engendé parpy, p;, pu» Pv, Pw. C'ESt
une hypersurface.e., le noyau du morphisme canonique

C[st Y[v Ym Yva Yw] - C[X]_, X2, X3, X4]Ga Yr = Dr,

est engendrpar un polynfeR. L'expression de ce polyme est plus simple
dans une nouvelle base des invariants :

p1= X1+ X3+ X3+ X3 =—8p, + p + 3p, + 2py + pu
p2=2X3X34+ X3X2) = pu+2py + pu
p3=2(XiX5+ X5X3) = pu+ pu

pa=2X{Xi+ X5X5) = pu—Dpu

ps = 4X1X2X3X4 = 4p;

Alors,
R =Y2Y2 = 2Y1YoYaYa+ Y2V2 + Y2Y2 4+ Y2Y2 — Y2(Y2+ Y+ YD) + 12
L'action deW surC[X1, X, X3, X4]° se factorise paW = W /G. L'action
induite deW sur@;CY; est la repesentation deaflexion deW = Sg. Dans son

action surC®, le groupeSg laisse invariante I'hypersurfade = 0, qui est une
singularig quotient, de groupé.
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5. Construction de W a partirde W et G

Dans les parties priedentes, nous avoeflide le cas d’'un groupe defléxion
W obtenu comme quotient d’'un groupe deflexion W par un sous-groupe
distingLg d'intersection comeleG. Dans cette partie, nous nousdregSsons au
probléme inversea savoir I'existence d’'un groupe defléxionW étant dones
W et G. Sauf mention du contraire nous ne supposons plus st de carac-
teristique nulle.

5.1. Un rappel de gor€trie algébrique

On appellera satha un schma noethfien €pag sur le corps. Rappelons
I'existence de @fures normales de retéments :

Lemme 5.1. Soit Y un sckEma normal,H un groupe fini agissant sur et
7 : X — Y un re\étementtale connexe. Soif : Y — Y/H I'application
quotient.

Alors, il existe un regfementetale connexg : Z — X de X et un groupe
fini G agissant suiZ tels quefnp : Z — Y/H est I'application quotient par
G.

Démonstration.Soit k(X) une ctture €parable de(X). Soit K’ la cloture
normale de I'extensioh(X)/k(Y)" dansk(X) et Z la normalisation d& dans
K’. Pour montrer qu& satisfait aux propetés du lemme, il faut montrer que le
revétementp : Z — X est non ramif’

Soit K = |J F ou F décrit les extensions finies d&Y) contenues dans
k(X) telles que la normalisation dedansF n’est pas ramiéie suiy . Lextension
K /k(Y)V est normale. Puisqu&X) est un sous-corps dé, on déduit quek’
est un sous-corps d€, donc querp : Z — Y est non ramifée et finalement
gue p est non ramige.

Proposition 5.2. Soit X un scl&ma lisse connexe simplement connexek sGr
un groupe fini agissant su¥ et W un groupe fini agissant suf/G. On suppose
que le lieu de ramification d& a codimension au moirs

Alors, il existe un unique groupe filif agissant sutX, contenantG comme
sous-groupe distinguét tel quewv /G = W.

Démonstration.Le probEme est de montrer que le sfetmenX — (X/G)/ W
est galoisien. Il suffit de le montrer pour un ouvert dens&denous allons le
faire pourU le compEmentaire du lieu de ramification dedansX.

Notons qudJ//G estlisse, puisqu¥ l'estetU — U/G estétale. Puisque la
codimension du complhentaire d&/ dansX est au moins 2 et qug est lisse et
simplement connexe, la vat& U est simplement connexe [SGAL, X, Corollaire
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3.3]. Notonsr I'application quotien’X — X/G. Enoutre, le teoeme de puret”
de Zariski-Nagata [SGAL, X, Boreme 3.1] affirme que le lieu de ramification de
7YX/ Giigse) = (X/G)yigse €St Vide, car s'il ne Etait pas, il serait purement
de codimension 1. Par caepient,U/G = (X/G);isse €St Stable paW. Le
Lemme 5.1 permet de conclure que leemrmenty — (U/G)/ W estgaloisien.

5.2. Application aux groupes deftéxion

Nous utiliserons de la propositiongmédente le corollaire suivant :

Corollaire 5.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie gumuni de
sa graduation standard;; un sous-groupe fini d&L (V) et W un groupe fini
agissant de maere gradi€e surV/G. On suppose qué ne contient pas de
reflexions et qué est algbriquement clos de caramistique nulle.

Alors, il existe un sous- group@ deGL (V) contenantG comme sous- groupe
disting.g et tel queW/G w.

Démonstration.Puisqu’un espace affine sur un corpsesdgguement clos de
caraceristique nulle est simplement connexe, @udit de la Proposition 5.2
I'existence du groupeV _

Soita € V*etw € W. PwsqueW agit de margre gradee surk[V16,
I"element w([ [,.; g(a)) est homoghe de de@ |G|. Par consguent, les
élementswg(a) sont tous de degrl. Ainsi, w agit de marere gradeé sur

k[V] et peserve le sous- espad‘«é‘ de k[V], donc W est un sous- groupe de
GL(V)

Remarque 5.4(i) Si G contient deseflexions, le esultat n’est plus vrai : on
le voit en prenanG = W groupe de eflexion 07/G étant identifga \7)

(i) Le corollaire récessite algebriquement clos. La parti@.1 fournit des cas
olik =RetW agit surV ®@g C mais pas suv.

(iii) Le corollaire reste vrai pouk algébriquement clos de caracistiquep, a
condition que les ordres d& et W soient premiersa p, puisque le groupe

fondamental d’un espace affine sur un tel corps n’a pas de quotient non

trivial d’ordre premiera p (étant done’trois groupes finig{ < H' < I
avecH = O” (H) etp y[I' : H], alorsH = 0" (H'), doncH < I").

(iv) Le corollaire est faux eney¥ral pourk algébriguement clos de caracis-
tigue p, comme le montre I'exemple suivant. On preficgéspace vectoriel
de dimension 2 suk muni d’'un endomorphisme de Frobenifs Soit B
un sous-groupe de Borél-stable deGL(E) et U le radical unipotent de
B.SoitV = E/UF, G = U JUT etw = BF?/UF*. Alors, V est un
espace affine de dimension 2 gV — V/G estnon ramife, W est un
groupe deeflexion surV/G. Néanmoins, le restement/ — (V/G)/W
n'est pas galoisien ; unedtlire normale est doee parE — V.
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Theoréme 5.5.Soit V un k-espace vectoriel muni de sa graduation standard,
G un sous-groupe fini d&L(V) et Z = V/G. SoitV un k-espace vectoriel
gradué, W un groupe de eflexion surV et L un sous-espace affine honeog
deV/W tel qu'il existe un isomorphisme — L xy,w V compatiblea’l'action
dek>.

On suppose qué& ne contient pas deeflexions et qué est un corps
algébriqguement clos de caramistique nulle. _

Alors, il existe un (unique) groupe deftéxionW surV contenaniG comme
sous-groupe distingrét tel queV /G = W. En outre G est un bon sous-groupe
distingugé deW et W agit trivialement sur le quotient d& par I'espace tangent
aZzenO.

Démonstration.Notons queW agit fidélement suZZ. L'existence deﬁirésulte
alors du Corollaire 5.3. Puisqué/W ~ Z/W est un espace affindy est de
réeflexion.

Soit E I'espace tangerd Z en 0, vu comme sous-espace WdePuisqueW
agit ficgelement suf et qu'’il est de eflexion, il agit trivialement suv'/ E. Quitte
aremplaceW parE, on est dans le casud’ est I'espace tangeatZ en 0 et on
conclut par le TRoEme 3.2 queZ est une intersection consie.
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Note added in proof.
Degrés fanbmes eteléments ©guliers.

Reprenons les hypatisés et notations de la Proposition 3.16. gaih caraatie
irreductible deW contenantG dans son noyau. Soit le caractre iréductible
deW; tel quey1 ® x2 ® ... soitle caraatte ireéductible d&V = Wy x Wy x ...
induit par . Alors

Fyt) =] Fp) .

i>1

ou F; désigne le degrfantme assoe&ia yx .

D’autre part, siw est unelémentz-régulier (ai ¢ est une racine de I'uré)
de W et si(wy, wy, .. .) désigne son image dang, alorsw; est un€lément
ci-régulier dew;.



