ÔÁ ÅÍÏÑÁÔÉÊÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ ÊÁÉ Ç ËÏÃÉÊÇ ÔÏÕÓ

ÃÁÑÕÖÁËËÉÁ ÂÁÖÅÉÁÄÏÕ ÊÁÉ JOAN RAND MOSCHOVAKIS

Ôá ðñþôá óðÝñìáôá ôïõ ìáèçìáôéêïý åíïñáôéóìïý (intuitionism) öÜíçêáí óôçí Åõñþðç åäþ êáé ðÜíù áðü Ýíáí áéþíá óôéò êáôáóêåõáóôéêÝò ôÜóåéò ôïõ Borel, ôïõ Baire, ôïõ Lebesgue, ôïõ Poincar«e, ôïõ Kronecker, êáé Üëëùí. Ç ÜíèçóÞ ôïõ óôÜèçêå Ýñãï åíüò áíèñþðïõ, ôïõ Luitzen Egbertus Jan Brouwer, ðïõ äSSäáîå ìáèçìáôéêÜ óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôïõ Amsterdam áðü ôï 1909 ùò ôï 1951. Ìå ôá óçìáíôéêÜ èåùñÞìáôá ðïõ áðÝäåéîå ãéá ôéò ôïðïëïãéêÝò áíáëëïSSùôåò êáé ôá óôáèåñÜ óçìåSSá ôùí óõíåœþí ìåôáóœçìáôéóìþí, o Brouwer ãñÞãïñá Ýœôéóå ìéá ìáèçìáôéêÞ öÞìç áñêåôÜ éóœõñÞ þóôå íá õðïóôçñSSîåé ôéò åðáíáóôáôéêÝò ôïõ éäÝåò ãéá ôç öýóç ôçò ìáèçìáôéêÞò äñáóôçñéüôçôáò. ÁõôÝò ïé éäÝåò åðçñÝáóáí ôïí Hilbert êáé ôïí G-odel^1 êé Ýêáíáí ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáé ôç ëïãéêÞ ôïõò í’ áíáãíùñéóôïýí óáí áíôéêåSSìåíá ðïõ áîSSæïõí áíåîÜñôçôç ìåëÝôç.

Óêïðüò ìáò åSSíáé íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí áíÜðôõîç ôïõ åíïñáôéóìïý ôïõ Brouwer, áðü ôçí áðüññéøç ôïõ íüìïõ ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñSSôïõ ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò, ìÝœñé ôçí áìöéëåãüìåíç èåùñSSá ôïõ ãéá ôï óõíåœÝò, ìå óõíÝðåéåò èåìåëéáêÝò ãéá ôç ëïãéêÞ êáé ôá ìáèçìáôéêÜ. Äáíåéæüìáóôå ôá ôõðéêÜ áîéùìáôéêÜ óõóôÞìáôá ôïõ Kleene ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ êáé ôçí áñéèìçôéêÞ (óôá ïðïSSá áíôéêáôïðôñSSæïíôáé êáé ïé áíôSSóôïéœåò ðñïóðÜèåéåò ôùí Kolmogorov, Glivenko, Heyting êáé Peano ðïõ åSSœáí ðñïçãçèåSS) ðïõ, åêôüò ôùí Üëëùí, Ýœïõí ôï ðëåïíÝêôçìá íá ôéò ðáñïõóéÜæïõí óáí õðïèåùñSSåò ôùí áíôSSóôïéœùí êëáóéêþí èåùñéþí, êáé óêéáãñáöïýìå ôç œñÞóç ðïõ êÜíåé ôùí áñéèìþí g-odel ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí ãéá íá ðñáãìáôïðïéåSS (realize) ðñïôÜóåéò ôçò åíïñáôéêÞò áñéèìçôéêÞò, áíÜìåóÜ ôïõò êáé ìSSá ìïñöÞ ôçò ÈÝóçò ôïõ Church. Óôç óõíÝœåéá, ðáñïõóéÜæïõìå ôçí áîéùìáôéêÞ ðñáãìÜôåõóç ôçò èåùñSSáò ôïõ óõíåœïýò ôïõ Brouwer ðïõ ðñüôåéíáí ïé Kleene êáé Vesley, ìáæSS ìå ôçí åñìçíåSSá ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò (functional realizability), ðïõ èåìåëéþíåé ôç óõíÝðåéá ôçò èåùñSSáò áõôÞò.

1. Ôï ðñþéìï Ýñãï ôïõ Brouwer

Óôá 1907 ï Brouwer äçìïóSSåõóå (óôá ïëëáíäéêÜ) ôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ, ìå ôSSôëï ðïõ ìðïñåSS íá ìåôáöñáóôåSS \Ãéá ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí".^2 Áõôü ôï áîéïðñüóåœôï ìáíéöÝóôï, ìå ôéò áéñåôéêÝò ôïõ áíôéëÞøåéò ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, ôç ëïãéêÞ

Åñåõíá ìå ìåñéêÞ õðïóôÞñéîç áðü ôçí ðñÜîç \ÐÕÈÁÃÏÑÁÓ ÉÉ: ÅíSSóœõóç åñåõíçôéêþí ïìÜäùí óôá ÐáíåðéóôÞìéá", áðü ôï ÅÊÔ êáé Åèíéêïýò Ðüñïõò.

ÈÝëïõìå íá åõœáñéóôÞóïõìå ôïõò Êþóôá ÌáõñïììÜôç, ÃéÜííç ÌïóœïâÜêç êáé ÓÞöç ÐåôñÜêç, ðïõ äéÜâáóáí äïêéìáóôéêÝò ìïñöÝò ôïõ Üñèñïõ êáé ìáò ðñüóöåñáí ôá óœüëéá êáé ôéò õðïäåSSîåéò ôïõò._1

Ç óõììåôïœÞ ôïõ Brouwer óôç äéáìÜœç ãýñù áðü ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí Ýâáëå Ýíôïíç ôç óöñáãSSäá ôçò ó’ üóïõò ðÞñáí ìÝñïòů ìéá ðïëý ðëïýóéá ðáñïõóSSáóç ôïõ èÝìáôïò ãSSíåôáé óôï [25], üðïõ áíÜìåóá óô’ Üëëá åîåôÜæåôáé ç éóœõñÞ åðéññïÞ ôïõ Brouwer óôç óêÝøç ôïõ \áíôéðÜëïõ" ôïõ Hilbert, êáèþò êáé óôï Ýñãï ôïõ G-odel.

2ÌSSá áããëéêÞ ìåôÜöñáóç, ç ïðïSSá œñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôá áðïóðÜóìáôá áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ, âñSSóêåôáé óôï [5].

êáé ôç ãëþóóá, áóêïýóå êñéôéêÞ êé åðéóÞìáéíå ëÜèç óå êÜèå óçìáíôéêÞ ìáèçìáôéêÞ öéëïóïöSSá ôïõ êáéñïý. Áí êáé ï Brouwer ãíþñéæå ôï Ýñãï ôïõ ÃÜëëïõ åíïñáôéêïý ìáèçìáôéêïý Poincar«e êáé ôçí êáôáóêåõáóôéêÞ ðñïóÝããéóç ôçò èåùñSSáò óõíüëùí áðü ôïí Borel, äåí Þôáí óôç öýóç ôïõ í’ áêïëïõèåSS Üëëïõò. Óôçí ïìéëSSá ðïõ Ýäùóå ìå áöïñìÞ ôçí åêëïãÞ ôïõ óôï ÐáíåðéóôÞìéï ôïõ Amsterdam ôï 1912, áíáöÝñèçêå óôç öéëïóïöSSá ôïõ ìå ôï üíïìá íåï-åíïñáôéóìüò (neo-intuitionism),^3 üìùò ôï óöñSSãïò êáé ç äçìéïõñãéêüôçôá ðïõ ï Brouwer ðñïóÝäùóå óôï áíôéêåSSìåíï ìå Ýíá Ýñãï óœåäüí ìéóïý áéþíá, óõíÝäåóáí ôï üíïìÜ ôïõ, ðåñéóóüôåñï áðü ïðïéïõäÞðïôå Üëëïõ, ìå ôçí åíïñáôéêÞ öéëïóïöSSá ôùí ìáèçìáôéêþí. ÐïëëÝò áðü ôéò âáóéêÝò áñœÝò ôïõ åíïñáôéóìïý ôïõ âñSSóêïíôáí Þäç îåêáèáñéóìÝíåò óôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ.

Óå áðüëõôç áíôSSèåóç ìå ôï ðñüãñáììá ôïõ ëïãéêéóìïý ôùí Russell êáé Whitehead, o Brouwer õðïóôÞñéîå ôï 1907 üôé ôá ìáèçìáôéêÜ äåí ìðïñïýí íá èåùñïýíôáé ìÝñïò ôçò ëïãéêÞò. \ÁõóôçñÜ ìéëþíôáò ç êáôáóêåõÞ ôùí äéáéóèçôéêþí ìáèçìáôéêþí ç SSäéá åSSíáé äñÜóç êáé üœé åðéóôÞìçů ãSSíåôáé åðéóôÞìç, äçë. ìSSá ïëüôçôá áéôéáêþí äéáäïœþí, ðïõ ìðïñïýí íá åðáíáëáìâÜíïíôáé óôï œñüíï, ìüíï üôáí ðñüêåéôáé ãéá ìáèçìáôéêÜ äåýôåñçò ôÜîçò [ìåôáìáèçìáôéêÜ], ôá ïðïSSá óõíSSóôáíôáé óôç ìáèçìáôéêÞ èåþñçóç ôùí ìáèçìáôéêþí Þ ôçò ãëþóóáò ôùí ìáèçìáôéêþí... Ïìùò ôüôå, üðùò êáé óôçí ðåñSSðôùóç ôçò èåùñçôéêÞò ëïãéêÞò, ðñüêåéôáé ãéá ìSSá åöáñìïãÞ ôùí ìáèçìáôéêþí, äçëáäÞ ãéá ìSSá ðåéñáìáôéêÞ åðéóôÞìç" ([5] óåë. 61).^4

Ç áíáêÜëõøç ôùí ìç-åõêëåSSäåéùí ãåùìåôñéþí Ýäåéîå, óýìöùíá ìå ôïí Brouwer, üôé ï Kant åSSœå ìüíï åí ìÝñåé äSSêéï õðïóôçñSSæïíôáò üôé ïé äéáéóèÞóåéò ôïõ œþñïõ êáé ôïõ œñüíïõ ðñïçãïýíôáé ëïãéêÜ (êáé åSSíáé áíåîÜñôçôåò) áðü ôçí åìðåéñSSá. \...ìðïñïýìå íá áðïêáëïýìå a priori ìüíï áõôü ôï Ýíá ðñÜãìá ðïõ åSSíáé êïéíü óå üëá ôá ìáèçìáôéêÜ êáé åSSíáé ... åðáñêÝò ãéá íá ïéêïäïìçèïýí üëá ôá ìáèçìáôéêÜ, äçëáäÞ ôçí åíüñáóç ôùí ðïëëþí-óáí-Ýíá (many-oneness), ôç âáóéêÞ åíüñáóç ôùí ìáèçìáôéêþí. Êáé åöüóïí ì’ áõôÞ ôçí åíüñáóç áðïêôÜìå óõíåSSäçóç ôïõ œñüíïõ óáí áëëáãÞò êáè’ åáõôÞí, ìðïñïýìå íá äçëþóïõìå: ôï ìüíï a priori óôïéœåSSï óôçí åðéóôÞìç åSSíáé ï œñüíïò" ([5] óåë. 61).

Ôï ðñüãñáììá ôïõ öïñìáëéóìïý ôïõ Hilbert Þôáí êáôáäéêáóìÝíï óå áðïôõœSSá ãéáôSS \ç ãëþóóá åSSíáé Ýíá ìÝóï ... ãéá ôç ìåôÜäïóç [ôùí ìáèçìáôéêþí] áëëÜ ... äåí Ýœåé ôSSðïôå íá êÜíåé ìå ôá ìáèçìáôéêÜ" êáé äåí åSSíáé ïõóéþäçò ãé’ áõôÜ. ÅðéðëÝïí, ç \... ýðáñîç åíüò ìáèçìáôéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ éêáíïðïéåSS Ýíá óýíïëï áîéùìÜôùí äåí ìðïñåSS ðïôÝ íá áðïäåéœèåSS áðü ôç óõíÝðåéá ôïõ ëïãéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ âáóSSæåôáé ó’ áõôÜ ôá áîéþìáôá", áëëÜ ìüíï ìå êáôáóêåõÞ. \A fortiori [êáôÜ ìåSSæïíá ëüãï] äåí åSSíáé âÝâáéï üôé êÜèå ìáèçìáôéêü ðñüâëçìá ìðïñåSS åSSôå íá ëõèåSS åSSôå íá áðïäåéœèåSS üôé äåí ëýíåôáé" ([5] óåë. 79).

Óýìöùíá ìå ôïí Brouwer, ôá ðáñÜäïîá óôç èåùñSSá óõíüëùí ðñïÝñœïíôáé áðü ôç èåþñçóç óõíüëùí ðïõ åSSíáé ðïëý ìåãÜëá êáé áöçñçìÝíá ãéá íá ïéêïäïìçèïýí ìáèçìáôéêÜ. Áêüìç êáé ç äåýôåñç êëÜóç áñéèìþí ôïõ Cantor (ôùí áñéèìÞóéìá Üðåéñùí äéáôáêôéêþí) äåí ìðïñåSS íá õðÜñœåé, áí êáé ç Ýííïéá åSSíáé óõíåðÞò. Ç áðüäåéîç ôïõ Zermelo ôçò áñœÞò ôçò êáëÞò äéÜôáîçò áðü ôï áîSSùìá åðéëïãÞò åSSíáé áðïôÝëåóìá ðáñáðëÜíçóçò. ÐñÜãìáôé, ôï óõíåœÝò äåí ìðïñåSS íá äéáôáœèåSS êáëÜ, \ðñþôïí äéüôé ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôùí óôïéœåSSùí ôïõ óõíåœïýò ðñÝðåé íá èåùñåSSôáé óáí Üãíùóôï,

3\Intuitionism and Formalism", ìSSá áããëéêÞ ìåôÜöñáóç áõôÞò ôçò ïìéëSSáò, åìöáíSSóôçêå óôï Bulletin of the American Mathematical Society ôçí SSäéá œñïíéÜ, êáé ðåñéëáìâÜíåôáé óôï [1].

4ÌÝóá óôá áðïóðÜóìáôá üëåò ïé ëÝîåéò óå [ ] åSSíáé äéêÝò ìáò, üìùò ôá ðëÜãéá åSSíáé ôïõ SSäéïõ ôïõ Brouwer.

êáé ... äåýôåñïí äéüôé êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï óýíïëï åSSíáé áñéèìÞóéìï" ([5] óåë. 84-85).

Óôï ôÝëïò ôçò äéáôñéâÞò, óáí ôç äåýôåñç áðü ôéò åéêïóéìSSá \ÈÅÓÅÉÓ (ðñïò õðïóôÞñéîç ìáæSS ìå ôç äéáôñéâÞ)", ï Brouwer êÜíåé ôç äÞëùóç: \Äåí åSSíáé ìüíï áäýíáôï íá áðïäåéœèåSS ôï üôé ç áñœÞ ôçò ðëÞñïõò åðáãùãÞò åSSíáé áðïäåêôÞ, áëëÜ äåí ðñÝðåé êáí íá èåùñåSSôáé ïýôå óáí Ýíá éäéáSSôåñï áîSSùìá ïýôå óáí ìSSá éäéáSSôåñç äéáéóèçôéêÞ áëÞèåéá. Ç ðëÞñçò åðáãùãÞ åSSíáé ìSSá ðñÜîç ìáèçìáôéêÞò êáôáóêåõÞò, ðïõ äéêáéïëïãåSSôáé áðëþò áðü ôç âáóéêÞ åíüñáóç ôùí ìáèçìáôéêþí"([5] óåë. 98). ÁõôÞ ç èÝóç áœñçóôåýåé ïõóéáóôéêÜ ôï Ýñãï ôïõ Peano, üìùò äÝœåôáé ìSSá äõíÜìåé áðåéñSSá öõóéêþí áñéèìþí ìáæSS ìå ìSSá ìÝèïäï íá äåSSœíïõìå üôé éäéüôçôåò áõèáSSñåôçò ðïëõðëïêüôçôáò (áêüìç êé åêåSSíåò ðïõ åìðåñéÝœïõí ðïóïäåSSêôçóç óå üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò) éóœýïõí ãéá ôïí êáèÝíá áðü áõôïýò. Ó’ áõôü ôï ðëáSSóéï, ç ðñïãåíÝóôåñç ðáñáôÞñçóç ôïõ Brouwer üôé \ôï üëá Þ ôï ãéá êÜèå ... åìðåñéÝœåé óéùðçñÜ ôïí ðåñéïñéóìü: åöüóïí áíÞêåé óå ìSSá ìáèçìáôéêÞ äïìÞ ç ïðïSSá õðïôSSèåôáé üôé Ýœåé êáôáóêåõáóôåSS åê ôùí ðñïôÝñùí"([5] óåë. 76), õðïäåéêíýåé üôé ç äïìÞ ôùí öõóéêþí áñéèìþí ìðïñåSS íá íïçèåSS óáí Ýíá ðëÞñùò êáôáóêåõáóìÝíï áíôéêåSSìåíï, ðáñÜ ôï üôé ôç óõëëïãÞ üëùí ôùí öõóéêþí áñéèìþí äåí ìðïñïýìå íá ôç óõëëÜâïõìå ìå ìéá ìáôéÜ.

2. Ç åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ

Åíá œñüíï ìåôÜ ôç äéáôñéâÞ ôïõ, óôï Üñèñï \Ç áíáîéïðéóôSSá ôùí ëïãéêþí áñœþí", ï Brouwer ðáñïõóSSáóå åðéœåéñÞìáôá åíáíôSSïí ôçò œñÞóçò ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò óôá ìáèçìáôéêÜ êáé ôçí åðéóôÞìç. Óõìöùíïýóå ìå ôéò áñœÝò ôïõ óõëëïãéóìïý (áí üëá ôá Á åSSíáé Â êáé üëá ôá Â åSSíáé Ã, ôüôå üëá ôá Á åSSíáé Ã) êáé ôçò áíôSSöáóçò (ôSSðïôå äåí åSSíáé ìáæSS Á êáé üœé Á), üœé üìùò ìå ôï íüìï ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñSSôïõ (êÜèå ôé åSSíáé Á Þ üœé Á) üôáí ðñüêåéôáé íá åöáñìïóôåSS óå Üðåéñá óõóôÞìáôá.^5 Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ï Brouwer îåœþñéæå ôï åíïñáôéêÜ ìç áðïäåêôü A ∨ ¬A áðü ôï åíïñáôéêÜ ïñèü ¬¬(A ∨ ¬A), êÜíïíôáò ðëÞñç œñÞóç ôçò åêöñáóôéêÞò äýíáìçò ôçò ãëþóóáò ôçò ëïãéêÞò, ãéá íá äéáêñSSíåé êáôáóêåõÝò ðïõ èåìåëéþíïõí ðñáãìáôéêüôçôåò (áëÞèåéåò) áðü êáôáóêåõÝò ðïõ èåìåëéþíïõí ôç óõíÝðåéá.^6

ÅîåôÜæïíôáò ôç óôÜóç ôïõ Brouwer áðÝíáíôé óôçí ôõðéêÞ ëïãéêÞ, äýóêïëá ðñïêáëåSS Ýêðëçîç ôï üôé äåí åðéœåSSñçóå íá áîéùìáôéêïðïéÞóåé ôïí åíïñáôéêü ôñüðï óêÝøçò. Ðáñ’ üë’ áõôÜ, áíáãíþñéóå ôç œñçóéìüôçôá ôçò äéáôýðùóçò ãåíéêþí áñœþí, ðïõ èá ìðïñïýóáí í’ áðïôåëÝóïõí ôç âÜóç ãéá ìáèçìáôéêÝò êáôáóêåõÝò. Áõôü áêñéâþò íïìéìïðïéåSS ôç äéáìüñöùóç ôõðéêþí óõóôÞìáôùí ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ êáé ôéò åíïñáôéêÝò ìáèçìáôéêÝò èåùñSSåò, ôá ïðïSSá Ýœïõí âÝâáéá åíïñáôéêÜ áéôéïëïãçìÝíá áîéþìáôá êáé áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò. Ïðùò ëÝåé êáé ï Kleene óôï [30] óåë. 5, ç áíôSSññçóç ôïõ Brouwer Þôáí ìüíï åíÜíôéá óôïí ôõðéêü óõëëïãéóìü, üôáí áõôüò äåí Ýœåé áíôSSóôïéœï (ìáèçìáôéêü) íüçìá.

5[6] óåë. 109-110. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ï Brouwer õðïóôÞñéæå, \. . . ôï æÞôçìá ôçò åãêõñüôçôáò ôçò áñœÞò ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñSSôïõ åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï åñþôçìá áí ìðïñïýí íá õðÜñœïõí ìç åðéëýóéìá ìáèçìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá. Äåí õðÜñœåé SSœíïò áðüäåéîçò ãéá ôçí ðåðïSSèçóç, ç ïðïSSá Ýœåé êÜðïéåò öïñÝò õðïóôçñéœèåSS, üôé äåí õðÜñœïõí ìç åðéëýóéìá ìáèçìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá." Èá åðáíÝëèïõìå ó’ áõôü ôï æÞôçìá óôéò ðáñáãñÜöïõò 3 êáé 4.

6Ï D. Hesseling ([25] óåë.280) áðïäSSäåé óôïí A. Kolmogorov [33] ôçí ðáñáôÞñçóç üôé ãéá ôïí

Brouwer ìSSá ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò ¬B åSSíáé èåôéêÜ õðáñîéáêÞ: \õðÜñœåé ìSSá áëõóSSäá áðü ëïãéêÜ óõìðåñÜóìáôá, ðïõ îåêéíÜåé ìå ôçí õðüèåóç üôé ôï B åSSíáé óùóôü êáé êáôáëÞãåé óå ìSSá áíôSSöáóç". Ìå ôïí SSäéï óõëëïãéóìü, ôï ¬¬B åðéâåâáéþíåé ôç óõíÝðåéá ôïõ B.

Ôï 1925 ï Andrei Kolmogorov [32] ðñüôåéíå áîéþìáôá ãéá ôçí (åëáœéóôéêÞ, minimal) åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ ìå óõíåðáãùãÞ êáé Üñíçóç ìüíïů ôï Üñèñï ôïõ (óôá ñùóéêÜ) ôñÜâçîå ëSSãï Þ êáé êáèüëïõ ôçí ðñïóïœÞ óôç ÄõôéêÞ Åõñþðç. ÔõðéêÜ óõóôÞìáôá ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ äçìïóéåýôçêáí (óôá ãáëëéêÜ) áðü ôïí Valerii Glivenko ôï 1928 [15] êáé ôï 1929 [16]. Ôï ðñþôï äåí Þôáí ðëÞñåò. Ôï äåýôåñï ðåñéëÜìâáíå äýï åðéðëÝïí áîéþìáôá ðïõ åSSœáí õðïäåéœèåSS áðü ôï ìáèçôÞ ôïõ Brouwer Arend Heyting, ï ïðïSSïò ðáñïõóSSáóå ôéò äéêÝò ôïõ ëåðôïìåñåSSò áîéùìáôéêïðïéÞóåéò ôçò åíïñáôéêÞò ðñïôáóéáêÞò êáé êáôçãïñçìáôéêÞò ëïãéêÞò êáé ìÝñïõò ôùí åíïñáôéêþí ìáèçìáôéêþí óå ôñSSá êëáóéêÜ Üñèñá [19], [20], [21] ôïí åðüìåíï œñüíï.^7 Ï Heyting Üñœéæå ìå ôçí åîÞò äéáôýðùóç åðéöõëÜîåùí:

\Ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ åSSíáé ìSSá íïçôéêÞ äéáäéêáóSSá, êáé êÜèå ãëþóóá, ðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé ôçò ôõðéêÞò, åSSíáé Ýíá âïÞèçìá ãéá ôç ìåôÜäïóÞ ôïõò êáé ìüíï. ÅSSíáé êáô’ áñœÞí áäýíáôï íá êáôáóêåõáóôåSS Ýíá óýóôçìá ôýðùí éóïäýíáìï ìå ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ, áöïý ïé äõíáôüôçôåò ôçò óêÝøçò äåí ìðïñïýí íá áíáœèïýí óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü êáíüíùí êáôáóêåõáóìÝíùí åê ôùí ðñïôÝñùí."^8 Ðáñ’ üë’ áõôÜ, ç ðñïóðÜèåéá íá åîçãÞóåé ìå ìåôáìáèçìáôéêÜ ìÝóá ôç äéáöïñÜ ôçò åíïñáôéêÞò áðü ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ åSSœå íüçìá, ãéáôSS ç èåùñSSá ôïõ óõíåœïýò ôïõ Brouwer åñœüôáí óå áíôSSèåóç ìå ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ.

Ãéá íá åSSíáé áðïäåêôÞ åíïñáôéêÜ, ìSSá ãåíéêÞ ëïãéêÞ áñœÞ ðñÝðåé íá ìðïñåSS íá åñìçíåýåôáé ïìïéüìïñöá ìå üñïõò êáôáóêåõþí (áðïäåSSîåùí Þ õðïëïãéóìþí). Ç åñìçíåSSá ôïõ Kolmogorov ìå âÜóç ôçí Ýííïéá ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ç äéáóýíäåóç ôùí ðñïôÜóåùí ìå ôéò (êáôáóêåõáóôéêÜ áðïäåêôÝò) áðïäåSSîåéò ôïõò ðïõ Ýêáíå ï Heyting, åSSíáé åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò áõôïý ðïõ Ýãéíå ãíùóôü óáí ç Brouwer-Heyting- Kolmogorov åîÞãçóç ôùí åíïñáôéêþí óõíäÝóìùí êáé ðïóïäåéêôþí.

Ïðùò êáé ï ïñéóìüò ôçò áëÞèåéáò ôïõ Tarski, ç B-H-K åñìçíåSSá åSSíáé ìÜëëïí åõñåôéêÞ ðáñÜ ìáèçìáôéêÜ áêñéâÞò, êáé âáóSSæåôáé óôçí õðüèåóç üôé ïé áëçèéíÝò áôïìéêÝò ðñïôÜóåéò äéêáéïëïãïýíôáé áðü ìüíåò ôïõò. ÌSSá óõíåðáãùãÞ ìðïñåSS íá äéêáéïëïãçèåSS ìüíï áðü ìSSá êáôáóêåõÞ ç ïðïSSá ìåôáôñÝðåé êÜèå äåäïìÝíç äéêáéïëüãçóç ôçò õðüèåóçò óå ìSSá äéêáéïëüãçóç ôïõ óõìðåñÜóìáôïò. ÌSSá äéÜæåõîç äéêáéïëïãåSSôáé áðü ìSSá êáôáóêåõÞ ç ïðïSSá åðéëÝãåé ìSSá óõãêåêñéìÝíç áðü ôéò äýï ðåñéðôþóåéò êáé ðáñÝœåé ôç äéêáéïëüãçóÞ ôçò. Ç Üñíçóç ìSSáò ðñüôáóçò äéêáéïëïãåSSôáé áðü ìSSá êáôáóêåõÞ ç ïðïSSá èá ìåôÝôñåðå ïðïéáäÞðïôå äéêáéïëüãçóç ôçò ðñüôáóçò óå ìSSá áðüäåéîç ìéáò ãíùóôÞò áíôSSöáóçò. Ó’ áõôÞ ôçí åñìçíåSSá âñSSóêïõí ôçí áéôéïëüãçóÞ ôïõò ïé åíïñáôéêÝò áíôéññÞóåéò óôïõò êëáóéêïýò íüìïõò ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñSSôïõ êáé ôçò äéðëÞò Üñíçóçò.

Îåêéíþíôáò ãýñù óôá 1940 ï Áìåñéêáíüò ëïãéêüò S. C. Kleene, ðïõ Ýâëåðå ìå óõìðÜèåéá ôéò åíïñáôéêÝò éäÝåò, áöéÝñùóå óçìáíôéêÞ ðñïóðÜèåéá ãéá íá äéåõêñéíéóôåSS ç áêñéâÞò óœÝóç ôïõò ìå ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ êáé ôá ìáèçìáôéêÜ.^9 Ïé öïñìáëéóìïSS ôýðïõ Hilbert ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ êáé ôçí áñéèìçôéêÞ ðïõ ðáñïõóéÜæïõìå åäþ

7Ç óçìåSSùóç ôïõ 1929 ôïõ Glivenko êáé ôï ðñþôï ìÝñïò ôçò áîéùìáôéêïðïSSçóçò ôïõ Heyting ìåôáöñÜóôçêáí ðñüóöáôá áðü ôï ãáëëéêü êáé ãåñìáíéêü ðñùôüôõðï óôá áããëéêÜ ãéá ôç óõëëïãÞ [36]._8

ÌSSá Ýãêõñç êáé áíáãíþóéìç óýíïøç ôçò óõìâïëÞò ôïõ Heyting óôï áíôéêåSSìåíï åSSíáé ôïõ A. S. Troelstra [45], áð’ üðïõ Ýœïõìå äáíåéóôåSS êáé áðïäþóåé óôá åëëçíéêÜ áõôÞ ôçí ïìáëÞ áããëéêÞ ìåôÜöñáóç ôçò ðñþôçò öñÜóçò ôïõ Heyting [19].

9Ï Kleene, åìðíåüìåíïò áðü ìSSá ðáñáôÞñçóç ôùí Hilbert êáé Bernays, èåþñçóå ôï \∃xA(x)", ãéá ðáñÜäåéãìá, óáí \ìç ðëÞñç ðñüôáóç ç ïðïSSá óõìðëçñþíåôáé äSSíïíôáò Ýíá x ôÝôïéï þóôå A(x),

åSSíáé ôïõ Kleene [29] (óåë. 82), ìå ìéêñÝò áëëáãÝò óôá óýìâïëá êáé ôçí áñSSèìçóç. Áíôéðñïóùðåýïõí ìSSá áíåîÜñôçôç åðéëïãÞ áíÜìåóá áðü ðïëëÜ áîéþìáôá ðïõ åSSœáí ðñïôáèåSS íùñSSôåñá áðü ôïõò Kolmogorov, Glivenko, Heyting êáé Peano.

2.1. Ï åíïñáôéêüò ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò Pp. Ôï ðñþôï âÞìá óôç ìåôáìáèçìáôéêÞ ìåëÝôç ïðïéïõäÞðïôå êïììáôéïý ôçò ëïãéêÞò Þ ôùí ìáèçìáôéêþí åSSíáé íá ðñïóäéïñSSóïõìå ìSSá ôõðéêÞ ãëþóóá. Ãéá ôçí ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ, ç êáèéåñùìÝíç ãëþóóá Ýœåé Ýíá áñéèìÞóéìï ðëÞèïò äéáêñéôþí ðñïôáóéáêþí óõìâüëùí P_0; P_1; P_2; : : : êáé ôá óýìâïëá &, ∨, →, ¬ ãéá ôïõò ðñïôáóéáêïýò óõíäÝóìïõò \êáé", \åSSôå", \áí . . . ôüôå", êáé \üœé" áíôSSóôïéœá, êáé äåîéÝò êáé áñéóôåñÝò ðáñåíèÝóåéò (, ) (ðïõ ìåñéêÝò öïñÝò ôéò ãñÜöïõìå êáé \[, ]" ãéá åõêïëSSá óôçí áíÜãíùóç). Ç êëáóéêÞ ëïãéêÞ œñåéÜæåôáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìüíï äýï óõíäÝóìïõò (áöïý ïé êëáóéêïSS óýíäåóìïé ∨ êáé → ìðïñïýí íá ïñéóôïýí áðü ôïõò & êáé ¬), üìùò ïé ôÝóóåñéò åíïñáôéêïSS óýíäåóìïé åSSíáé áíåîÜñôçôïé. Åôóé, ç êëáóéêÞ ãëþóóá ðåñéÝœåôáé ãíÞóéá óôçí åíïñáôéêÞ, ç ïðïSSá åSSíáé ðéï åêöñáóôéêÞ.

Ôï ðéï óçìáíôéêü åñãáëåSSï ôùí ìåôáìáèçìáôéêþí åSSíáé ç ãåíéêåõìÝíç åðáãùãÞ, ìSSá ìÝèïäïò ðïõ ï Brouwer õéïèåôïýóå áíåðéöýëáêôá. Ç êëÜóç ôùí (ðñïôáóéáêþí) ôýðùí ôçò ãëþóóáò ôïõ Pp ïñSSæåôáé åðáãùãéêÜ áðü ôá

(i) ÊÜèå ðñïôáóéáêü óýìâïëï åSSíáé (áôïìéêüò) ôýðïò.

(ii) Áí ïé A, B åSSíáé ôýðïé ôüôå åSSíáé êáé ïé (A & B), (A ∨ B), (A → B) êáé (¬A).

(iii) ÔSSðïôå äåí åSSíáé ôýðïò, åêôüò áð’ ü,ôé áðáéôåSSôáé áðü ôá (i) êáé (ii). Ïðùò óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ, ôï (A ↔ B) åSSíáé óõíôïìïãñáöSSá ôïõ ((A → B) & (B → A)). Ïé ìç ïõóéþäåéò ðáñåíèÝóåéò ðáñáëåSSðïíôáé, ìå ôç óýìâáóç üôé ôï ¬ åSSíáé éóœõñüôåñï áðü ôá &, ∨, ðïõ åSSíáé éóœõñüôåñá áðü ôï →.

Ôá äïìéêÜ óõóôáôéêÜ ôçò åêäïœÞò ôïõ Kleene ãéá ôçí åíïñáôéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ Pp åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áðü áîéþìáôá-óœÞìáôá, ðïõ êáèÝíá ôïõò óõíïøSSæåé ìSSá äõíÜìåé Üðåéñç óõëëïãÞ åíïñáôéêÜ ïñèþí ôýðùí, êáé Ýíáò áðïäåéêôéêüò êáíüíáò ðïõ åêöñÜæåé ìSSá åíïñáôéêÜ áðïäåêôÞ áñœÞ åîáãùãÞò åíüò óõìðåñÜóìáôïò áðü õðïèÝóåéò. Ôá áîéþìáôá åSSíáé üëá ôýðïé ôùí áêüëïõèùí ìïñöþí:^{10} X1. A → (B → A).

X2. (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C)). X3. A → (B → A & B). X4. A & B → A. X5. A & B → B. X6. A → A ∨ B. X7. B → A ∨ B.

X8. (A → C) → ((B → C) → (A ∨ B → C)). X9. (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A). X10. ¬A → (A → B).

Ï áðïäåéêôéêüò êáíüíáò ôïõ Pp åSSíáé ï

ìáæSS ìå ôçí åðéðëÝïí ðëçñïöïñSSá ðïõ áðáéôåSSôáé ãéá íá óõìðëçñùèåSS ç ðñüôáóç ‘A(x)’ ãé’ áõôü ôï x." ÁõôÞ ç åñìçíåSSá ïäÞãçóå óôçí áíáäñïìéêÞ ðñáãìáôïðïSSçóçů äåò §5.

10Ôï áñœéêü áîéùìáôéêü óýóôçìá ôïõ Glivenko ðåñéëÜìâáíå ôá X4 - X9 êáé ðáñáëëáãÝò ôùí Œ2,

Œ3. Óôï [16] ðñüóèåóå ôá Œ1 êáé Œ10, ðïõ áðÝäéäå óôïí Heyting. Ï Heyting óôï [19] ðåñéëÜìâáíå ôá Œ1, Œ6, Œ9, Œ10 êáé ðáñáëëáãÝò ôùí Œ2 êáé Œ8 óáí áîéþìáôá, üìùò êáôÜ ôá Üëëá œåéñéæüôáí ôá & êáé ∨ äéáöïñåôéêÜ. Ï Heyting Ýäåéîå üôé ôá áîéþìáôÜ ôïõ åSSíáé áíåîÜñôçôá êáé äåí áðïäåéêíýïõí ôï ¬¬A → A. Ç åêäïœÞ ôïõ X2 ôïõ Kleene åSSœå åðéëåãåSS ãéá íá áðëïðïéåSSôáé ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÁðáãùãÞò.

R1 (Modus Ponens). Áðü ôá A êáé A → B, óõìðåñáSSíïõìå ôï B. ÌSSá ôõðéêÞ áðüäåéîç óôï Pp åSSíáé ìSSá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá E_1; : : : ; E_k áðü ôýðïõò, êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò åSSíáé Þ áîSSùìá Þ Üìåóç óõíÝðåéá, óýìöùíá ìå ôïí áðïäåéêôéêü êáíüíá, äýï ðñïçãïýìåíùí ôýðùí ôçò áêïëïõèSSáò.^{11} ÊÜèå áðüäåéîç ëÝìå üôé åSSíáé áðüäåéîç ôïõ ôåëåõôáSSïõ ôçò ôýðïõ, ï ïðïSSïò åSSíáé êáôÜ óõíÝðåéá Ýíá èåþñçìá ôïõ Pp. ÃñÜöïõìå ⊢_{Pp} E ãéá íá äçëþóïõìå üôé ôï E åSSíáé èåþñçìá ôïõ Pp. ÐáñÜäåéãìá. Åäþ äSSíåôáé ìSSá ðëÞñçò ôõðéêÞ áðüäåéîç (óôçí ðñáãìáôéêüôçôá Ýíá óœÞìá áðüäåéîçò, êáèþò ôï A ìðïñåSS íá åSSíáé ïðïéïóäÞðïôå ôýðïò) óôï Pp ôïõ ¬(A & ¬A), áíáöÝñïíôáò ôçí áéôéïëüãçóç êÜèå âÞìáôïò.

(1) (A & ¬A) → A. [áîSSùìá áðü ôï X4] (2) (A & ¬A) → ¬A. [áîSSùìá áðü ôï X5] (3) ((A & ¬A) → A) → (((A & ¬A) → ¬A) → ¬(A & ¬A)). [áîSSùìá áðü ôï X9] (4) ((A & ¬A) → ¬A) → ¬(A & ¬A). [âÜóåé ôïõ R1 áðü ôá (1), (3)] (5) ¬(A & ¬A). [âÜóåé ôïõ R1 áðü ôá (2), (4)]

Áí Γ åSSíáé óõëëïãÞ ôýðùí êáé E_1; : : : ; E_k ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá ôýðùí, ï êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò áíÞêåé óôï Γ Þ åSSíáé áîSSùìá Þ Üìåóç óõíÝðåéá âÜóåé ôïõ R1 äýï ðñïçãïýìåíùí ôýðùí, ôüôå ç E_1; : : : ; E_k åSSíáé ìSSá ðáñáãùãÞ óôï Pp ôïõ ôåëåõôáSSïõ ôçò ôýðïõ E_k áðü ôéò õðïèÝóåéò Γ. ÃñÜöïõìå ` ⊢_{Pp} E ãéá íá äçëþóïõìå üôé õðÜñœåé ìSSá ôÝôïéá ðáñáãùãÞ ìå E_k = E. Ôï áêüëïõèï èåþñçìá áðïäåéêíýåôáé ìå åðáãùãÞ óôïí ïñéóìü ìéáò ðáñáãùãÞòů ôï áíôSSóôñïöü ôïõ Ýðåôáé áðü ôïí R1.

Ôï Èåþñçìá ÁðáãùãÞò. Áí Γ åSSíáé óõëëïãÞ ôýðùí êáé A, B åSSíáé ôýðïé ôÝôïéïé þóôå ` ∪ {A} ⊢_{Pp} B, ôüôå åðSSóçò ` ⊢_{Pp} (A → B).

Ç áîéùìáôéêïðïSSçóç åSSíáé öôéáãìÝíç Ýôóé þóôå ç êëáóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ Pp^c íá ðñïêýðôåé áðü ôï Pp áíôéêáèéóôþíôáò ôï áîSSùìá-óœÞìá X10 ìå ôï éóœõñüôåñï X10^c. ¬¬A → A.

Ïé ïñéóìïSS ôçò áðüäåéîçò êáé ôçò ðáñáãùãÞò ãéá ôï Pp^c åSSíáé üðùò áõôïSS ãéá ôï Pp áëëÜ ìå ôá X1-X10^c áíôSS ãéá ôá X1-X10. Ãéá íá äåSSîïõìå üôé ôï Pp åSSíáé ìSSá õðïèåùñSSá ôïõ Pp^c áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå ôï ⊢_{Pp}c X10, ìSSá óœåôéêÜ áðëÞ Üóêçóç.

Ôï 1929 ï Glivenko [16] áðÝäåéîå üôé áí A åSSíáé ôýðïò ôÝôïéïò þóôå ⊢_{Pp}c A , ôüôå ⊢_{Pp} ¬¬A . ÁõôÞ ç áðëÞ ìïñöÞ éóœýåé ìüíï ãéá ôçí ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ, êáé åSSíáé ãíùóôÞ óáí ôï \Èåþñçìá ôïõ Glivenko."

Ãýñù óôï 1933 ï Kurt G-odel[17] êáé ï Gerhard Gentzen (äçìïóéåõìÝíï ìåôÜ ôï èÜíáôü ôïõ óôï [14]) ðáñáôÞñçóáí áíåîÜñôçôá üôé ôï Pp^c ìðïñåSS íá ìåôáöñáóôåSS ðéóôÜ óôï Pp.^{12} ÓõíïðôéêÜ, êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ áíôéêáèSSóôáôáé áðü ôç äéðëÞ ôçò Üñíçóç, êáé óôç óõíÝœåéá ôï ∨ áíôéêáèSSóôáôáé åðáãùãéêÜ áðü ôïí êëáóéêü ôïõ ïñéóìü ìÝóù ôùí ¬ êáé &. Áí `^g; A^g åSSíáé ïé ìåôáöñÜóåéò ôùí `; A áíôSSóôïéœá, ôüôå

(i) ⊢_{Pp}c (A^g ↔ A), êáé (ii) `^g ⊢_{Pp} A^g áí êáé ìüíï áí ` ⊢_{Pp}c A.

11ÁõôÞ, êáèþò êáé ðáñüìïéåò ðåñéãñáöÝò, åSSíáé óýíôïìåò äéáôõðþóåéò ôùí ðñïöáíþí áíôSSóôïé-

œùí åðáãùãéêþí ïñéóìþí.

12Ôï 1925 ï Kolmogorov [32] äçìïóSSåõóå ìSSá äéáöïñåôéêÞ áñíçôéêÞ ìåôÜöñáóç ãéá ôï êïììÜôé

ìå → êáé ¬ ìüíï.

Óôá 1934-35 ï Gentzen [13] áðÝäåéîå Ýíá èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò ãéá Ýíáí åíïñáôéêü ëïãéóìü áêïëïõèçôþí, ðïõ äSSíåé Ýíáí áðïôåëåóìáôéêü áëãüñéèìï ðïõ áðïöáóSSæåé áí Ýíáò áõèáSSñåôïò ôýðïò A åSSíáé Þ üœé áðïäåSSîéìïò óôï Pp. ÄåäïìÝíïõ üôé ç åíïñáôéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ äåí äéáèÝôåé åñìçíåSSá ìå ðåðåñáóìÝíïõò áëçèïðSSíáêåò, ï áëãüñéèìïò áðüöáóçò ãéá ôï Pp åSSíáé ðéï ðïëýðëïêïò áð’ ü,ôé ãéá ôï Pp^c.

2.2. Ï åíïñáôéêüò ðñùôïâÜèìéïò êáôçãïñçìáôéêüò ëïãéóìüò Pd. Ç êáèáñÞ ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá Ýœåé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò a_1; a_2; : : :, êáé Ýíá áñéèìÞóéìï Üðåéñï ðëÞèïò äéáêñéôþí êáôçãïñçìáôéêþí n-ìåëþí óõìâüëùí P_1(: : :); P_2(: : :); : : :, ãéá êÜèå n = 0; 1; 2; : : :, ðåñéëáìâáíïìÝíùí ôùí 0-ìåëþí ðñïôáóéáêþí óõìâüëùí. ÕðÜñœïõí äýï êáéíïýñãéá ëïãéêÜ óýìâïëá ∀ (\ãéá êÜèå") êáé ∃ (\õðÜñœåé").

Ïé üñïé ôçò ãëþóóáò ôïõ Pd åSSíáé ïé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò. Ïé ôýðïé ïñSSæïíôáé áðü ôá

(i) Áí ôï P(: : :) åSSíáé n-ìåëÝò êáôçãïñçìáôéêü óýìâïëï êáé ïé t_1; : : : ; t_n åSSíáé üñïé, ôüôå ï P(t_1; : : : ; t_n) åSSíáé (áôïìéêüò) ôýðïò.

(ii) Áí ïé A, B åSSíáé ôýðïé ôüôå ôï SSäéï åSSíáé êáé ïé (A & B), (A ∨ B), (A → B) êáé (¬A).

(iii) Áí ï A åSSíáé ôýðïò êáé ç x áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ, ôüôå ï (∀xA) êáé ï (∃xA) åSSíáé ôýðïé.

(iv) ÔSSðïôå Üëëï äåí åSSíáé ôýðïò.

Œñçóéìïðïéïýìå ôá x; y; z; w; x_1; y_1; : : : êáé ôá A; B; C; : : : ; A(x); A(x; y); : : : óáí ìåôáâëçôÝò óôç ìåôáãëþóóá ãéá ìåôáâëçôÝò êáé ôýðïõò áíôSSóôïéœá. Ðñïíïþíôáò ãéá ôéò åöáñìïãÝò (ð.œ. óôçí áñéèìçôéêÞ), ïé s; t; s_1; t_1; : : : äçëþíïõí üñïõò. Ùò ðñïò ôçí ðáñÜëåéøç ôùí ðáñåíèÝóåùí, ôï ∀x êáé ôï ∃x óõìðåñéöÝñïíôáé üðùò ç ¬. Ç åìâÝëåéá åíüò ðïóïäåSSêôç êáé ïé åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò åìöáíSSóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò ó’ Ýíáí ôýðï, ïñSSæïíôáé üðùò óõíÞèùò. Åíáò ôýðïò óôïí ïðïSSï êÜèå ìåôáâëçôÞ åSSíáé äåóìåõìÝíç åSSíáé ìSSá ðñüôáóç Þ êëåéóôüò ôýðïò.

Áí ç x åSSíáé ìåôáâëçôÞ, ï t üñïò êáé ï A(x) ôýðïò ï ïðïSSïò ìðïñåSS íá ðåñéÝœåé Þ üœé åëåýèåñç ôçí x, ôüôå ï A(t) äçëþíåé ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò êÜèå åëåýèåñçò åìöÜíéóçò ôçò x óôïí A(x) áðü ìSSá åìöÜíéóç ôïõ t. Ç áíôéêáôÜóôáóç åSSíáé åëåýèåñç áí êáìSSá åëåýèåñç åìöÜíéóç óôïí t ïðïéáóäÞðïôå ìåôáâëçôÞò äåí ãSSíåôáé äåóìåõìÝíç óôïí A(t)ů óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç x åSSíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí A(x).^{13}

Åêôüò áðü ôá X1 - X10, ôï Pd Ýœåé äýï êáéíïýñãéá áîéþìáôá-óœÞìáôá, üðïõ ï A(x) ìðïñåSS íá åSSíáé ïðïéïóäÞðïôå ôýðïò êáé ï t üñïò áðü ôïí ïðïSSï ç x åSSíáé áíôéêáôáóôÜóéìç óôïí A(x):

X11. ∀xA(x) → A(t). X12. A(t) → ∃xA(x).

Åêôüò áðü ôïí R1, ôï Pd Ýœåé äýï êáéíïýñãéïõò áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò:

R2. Áðü ôïí C → A(x) üðïõ ç x äåí åìöáíSSæåôáé åëåýèåñç óôïí C, óõìðåñáSSíïõìå ôïí C → ∀xA(x).

R3. Áðü ôïí A(x) → C üðïõ ç x äåí åìöáíSSæåôáé åëåýèåñç óôïí C, óõìðåñáSSíïõìå ôïí ∃xA(x) → C.

13Åœåé óçìáóSSá ðïéïò Þôáí ï ôýðïò ðïõ óõìâïëéæüôáí áñœéêÜ ìå A(x), ãéáôSS áí ïé x, y åSS-

íáé äéáöïñåôéêÝò êáé åìöáíSSæïíôáé êáé ïé äýï åëåýèåñåò óôïí A(x), ôüôå ç áêïëïõèSSá åëåýèåñùí áíôéêáôáóôÜóåùí x → y → x êáôáëÞãåé ó’ Ýíá ôýðï äéáöïñåôéêü áðü ôïí A(x).

ÌSSá áðáãùãÞ (Þ ðáñáãùãÞ) óôï Pd åíüò ôýðïõ E áðü ìéá óõëëïãÞ Γ ôýðùíõðïèÝóåùí åSSíáé ìSSá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá ôýðùí, ðïõ ï êáèÝíáò ôïõò åSSíáé Þ áîSSùìá óýìöùíá ìå ôá X1 - X12, Þ ìÝëïò ôïõ Γ, Þ Ýðåôáé Üìåóá ìå âÜóç ôïõò R1, R2 Þ R3 áðü Ýíáí Þ ðåñéóóüôåñïõò ôýðïõò ðïõ åìöáíSSæïíôáé ðñïçãïõìÝíùò óôçí áêïëïõèSSá. Áðüäåéîç åSSíáé ìSSá áðáãùãÞ œùñSSò õðïèÝóåéò.

Áí Γ åSSíáé ìSSá óõëëïãÞ ðñïôÜóåùí êáé E Ýíáò ôýðïò, ï óõìâïëéóìüò ` ⊢_{Pd} E óçìáSSíåé üôé ìSSá áðáãùãÞ ôïõ E áðü ôï Γ õðÜñœåé. Áí Γ åSSíáé óõëëïãÞ ôýðùí, ãñÜöïõìå ` ⊢_{Pd} E ìüíï áí õðÜñœåé ìSSá áðáãùãÞ ôïõ E áðü ôï Γ óôçí ïðïSSá ïýôå ï R2 ïýôå ï R3 œñçóéìïðïéïýíôáé ùò ðñïò ìSSá ìåôáâëçôÞ åëåýèåñç óôï Γ. Ì’ áõôü ôïí ðåñéïñéóìü, ôï èåþñçìá áðáãùãÞò åðåêôåSSíåôáé óôï Pd: Áí ` ∪ {A} ⊢_{Pd} B ôüôå ` ⊢_{Pd} (A → B).

ÐáñÜäåéãìá. Åäþ äSSíåôáé ìSSá áðáãùãÞ óôï Pd ôïõ ∃xA(x) áðü ôï ∀xA(x) œùñSSò œñÞóç ôïõ R2 Þ ôïõ R3:

(1) ∀xA(x) → A(x). [áîSSùìá áðü ôï X11, ìå ôç x áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôç x óôïí A(x)] (2) ∀xA(x). [õðüèåóç] (3) A(x). [ìå âÜóç ôïí R1 áðü ôá (1) êáé (2)] (4) A(x) → ∃xA(x). [áîSSùìá áðü ôï X12, ìå ôç x áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôç x óôïí A(x)] (5) ∃xA(x). [ìå âÜóç ôïí R1 áðü ôá (3) êáé (4)] Ôüôå ôï ⊢_{Pd} ∀xA(x) → ∃xA(x) Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá áðáãùãÞò.

Ç êëáóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ Pd^c ðñïêýðôåé áðü ôï Pd áíôéêáèéóôþíôáò ôï X10 ìå ôï éóœõñüôåñï X10^c. Ç áñíçôéêÞ ìåôÜöñáóç åðåêôåSSíåôáé óôçí êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ œñçóéìïðïéþíôáò ôïí êëáóéêü ïñéóìü ôïõ ∃ ìÝóù ôùí ∀ êáé ¬. Ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôéò êáôáóêåõáóôéêÝò êáé êëáóéêÝò áðïäåSSîåéò ýðáñîçò öáSSíåôáé áíÜãëõöá áðü ôéò éóœõñÝò éäéüôçôåò ýðáñîçò êáé äéÜæåõîçò ôïõ Pd:

• Áí ⊢_{Pd} ∃xA(x) üðïõ êáìSSá ìåôáâëçôÞ åêôüò áðü ôçí x äåí åSSíáé åëåýèåñç óôïí A(x), ôüôå ⊢_{Pd} A(x), ïðüôå êáé ⊢_{Pd} ∀xA(x).

• Áí ⊢_{Pd} ∀x[A(x) ∨ B(x)] üðïõ êáìSSá ìåôáâëçôÞ åêôüò áðü ôçí x äåí åSSíáé åëåýèåñç óôïí A(x) Þ ôïí B(x), ôüôå ⊢_{Pd} ∀xA(x) Þ ⊢_{Pd} ∀xB(x).

2.3. ÅíïñáôéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ ìå éóüôçôá Pd[=]. Ãéá íá åSSíáé œñÞóéìç ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, ç ôõðéêÞ ãëþóóá ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé ìSSá äéìåëÞ êáôçãïñçìáôéêÞ óôáèåñÜ · = · ç ïðïSSá íá äçëþíåé ôçí éóüôçôá. Áí ïé s, t åSSíáé üñïé, ôüôå ï s = t åSSíáé áôïìéêüò ôýðïò óôïí ïðïSSï üëåò ïé ìåôáâëçôÝò ðïõ åSSíáé åëåýèåñåò óôïí s Þ ôïí t åSSíáé åëåýèåñåò. ÊÜèå áôïìéêüò ôýðïò ôçò ãëþóóáò ôïõ Pd åSSíáé åðSSóçò áôïìéêüò óôï Pd[=], êáé ïé ôýðïé óœçìáôSSæïíôáé áðü ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò œñçóéìïðïéþíôáò ôá &; ∨; →; ¬; ∀ êáé ∃ üðùò ðñïçãïõìÝíùò.

Ôá áîéþìáôá ôïõ Pd[=] åSSíáé üëïé ïé ôýðïé ôçò åðåêôåôáìÝíçò ãëþóóáò ôùí ìïñöþí X1 - X12, ìáæSS ìå ôá áêüëïõèá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò, üðïõ ïé x, y êáé z åSSíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé ï A(x) ìðïñåSS íá åSSíáé ïðïéïóäÞðïôå áôïìéêüò ôýðïò ôçò ãëþóóáò ôïõ Pd, óôïí ïðïSSï ç x åSSíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôçí y.

XE1. x = y → (x = z → y = z). XE2. x = x.

XE3. x = y → (A(x) → A(y)).

Ïé áðïäåéêôéêïSS êáíüíåò åSSíáé ïé R1 - R3 åðåêôåôáìÝíïé óôç íÝá ãëþóóá. Ç éäéüôçôá áíôéêáôÜóôáóçò ôçò éóüôçôáò éóœýåé: áí ï A(x) åSSíáé ôýðïò êáé ç y åSSíáé ìåôáâëçôÞ áðü ôçí ïðïSSá ç x åSSíáé áíôéêáôáóôÜóéìç óôïí A(x) êáé ç y äåí åìöáíSSæåôáé åëåýèåñç óôïí A(x) (åêôüò áí ç y åSSíáé ç x), ôüôå ⊢_{Pd[=]} x = y → (A(x) ↔ A(y)).

Ôá áîéþìáôá åîáóöáëSSæïõí üôé ç = åSSíáé óœÝóç éóïäõíáìSSáò. Äåí áðïäåéêíýïõí üôé ç = åSSíáé áðïêñSSóéìç ïýôå áêüìç åõóôáèÞò ùò ðñïò ôç äéðëÞ Üñíçóç, áöïý ⊬_{Pd[=]} ¬¬(x = y) → (x = y).^{14}

ÌSSá ôõðéêÞ ìáèçìáôéêÞ åöáñìïãÞ èá Ýœåé áôïìéêÝò óôáèåñÝò êáé óõíáñôçóéáêÜ óýìâïëá, ìå Ýíáí êáôÜëëçëï ïñéóìü ôïõ üñïõ, êáé üëïé ïé áôïìéêïSS ôýðïé èá åSSíáé éóüôçôåò. Ôá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò ãéá ôéò óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò èá ðÜñïõí ôç èÝóç ôïõ XE3, êáé ôï XE2 èá ìðïñåSS íá óõíáœèåSS áðü ôá ìáèçìáôéêÜ áîéþìáôá.

3. Ç åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ HA

Ï Heyting [20] ðñþôïò áîéùìáôéêïðïSSçóå ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ, ç ïðïSSá ïíïìÜæåôáé \áñéèìçôéêÞ Heyting " ðñïò ôéìÞ ôïõ.^{15} Ç åêäïœÞ ôïõ Kleene [29] (p. 82) ôçò HA Ýœåé óôáèåñÝò êáé áîéþìáôá ãéá ôï ìçäÝí, ôïí åðüìåíï, ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, êáé ôï áðåñéüñéóôï áîSSùìá-óœÞìá ôçò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

3.1. Ç áñéèìçôéêÞ Heyting êáé ç áñéèìçôéêÞ Peano. Ç ãëþóóá ôçò HA åSSíáé ìSSá åöáñìïóìÝíç åêäïœÞ ôçò ãëþóóáò ôïõ Pd[=], œùñSSò êáôçãïñçìáôéêÜ óýìâïëá, áëëÜ ìå ìSSá áôïìéêÞ óôáèåñÜ 0 êáé óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò^′, + êáé · . Ïé üñïé ïñSSæïíôáé åðáãùãéêÜ:

(i) Ôï 0 åSSíáé üñïò.

(ii) ÊÜèå áôïìéêÞ ìåôáâëçôÞ åSSíáé üñïò. (iii) Áí ï s åSSíáé üñïò, ôüôå åSSíáé êáé ï (s^′).

(iv) Áí ï s êáé ï t åSSíáé üñïé, ôüôå åSSíáé êáé ïé (s + t) êáé (s · t). (v) ÔSSðïôå äåí åSSíáé üñïò åêôüò áð’ ü,ôé áðáéôåSSôáé áðü ôá (i) - (iv).

Ïé áôïìéêïSS ôýðïé åSSíáé ïé åêöñÜóåéò ôçò ìïñöÞò (s = t) , üðïõ ï s êáé ï t åSSíáé üñïé. Ïé ôýðïé óœçìáôSSæïíôáé áð’ áõôïýò üðùò óõíÞèùò, ðáñáëåSSðïíôáò ðáñåíèÝóåéò ìå ôç óýìâáóç üôé ôï^′ åSSíáé éóœõñüôåñï áðü ôá +; ·. ÊÜèå åìöÜíéóç ìéáò áôïìéêÞò ìåôáâëçôÞò ó’ Ýíáí üñï t åSSíáé åëåýèåñç óôïí t (êáé óå êÜèå áôïìéêü ôýðï ðïõ ðåñéÝœåé ôïí t). Åíáò üñïò Þ ôýðïò œùñSSò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò åSSíáé êëåéóôüò.

Ôá áîéþìáôá ôçò HA åSSíáé ôá óœÞìáôá X1 - X12 ãéá ôç ãëþóóá ôçò áñéèìçôéêÞò, ôï áîSSùìá éóüôçôáò XE1, ôï áîSSùìá-óœÞìá ôçò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ãéá áõèáSSñåôïõò ôýðïõò A(x):

XInd. A(0) & ∀x(A(x) → A(x^′)) → ∀xA(x);

êáé ôá åðéðñüóèåôá áîéþìáôá ãéá ôéò óôáèåñÝò ãéá ôéò ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò:

XN1. x = y → x^′ = y^′ . XN2. x^′ = y^′ → x = y . XN3. ¬(x^′ = 0) . XN4. x + 0 = x .

14Ï Heyting [20] åéóÞãáãå ôñSSá äéáöïñåôéêÜ óýìâïëá ãéá íá åêöñÜóåé ôñSSá åSSäç óœÝóåùí éóüôçôáò: ôç íïçìáôéêÞ (intensional) ôáõôüôçôá, ôç ìáèçìáôéêÞ ôáõôüôçôá êáé ôçí ïñéæüìåíç éóüôçôá. Ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ êáé ïé ôñåéò Ýííïéåò óõìðSSðôïõí, êáé ç áñéèìïèåùñçôéêÞ éóüôçôá åSSíáé áðïêñSSóéìç. Ç éóüôçôá ôùí áêïëïõèéþí åðéëïãþí, óôéò ïðïSSåò èá áíáöåñèïýìå ìéëþíôáò ãéá ôï óõíåœÝò, ïñSSæåôáé åêôáóéáêÜ êáé åSSíáé åõóôáèÞò ùò ðñïò ôç äéðëÞ Üñíçóçů åSSíáé üìùò áíáðïêñSSóéìç.

15Ï J. van Oosten [41] óçìåéþíåé üôé ïé ôõðïðïéÞóåéò ôçò HA óáí õðïèåùñSSáò ôçò áñéèìçôéêÞò

Peano ïöåSSëïõí ôüóá óôïí G-odel [17] êáé ôïí Kleene [29] üóá êáé óôïí Heyting. Ï Hesseling [25] ðáñáôçñåSS üôé ï G-odel œñçóéìïðïSSçóå ôá áîéþìáôá ôïõ Herbrand.

XN5. x + (y^′) = (x + y)^′ . XN6. x · 0 = 0 .

XN7. x · (y^′) = (x · y) + x .

Ïé áðïäåéêôéêïSS êáíüíåò ôçò HA åSSíáé ïé R1 - R3 ãéá ôç ãëþóóá ôçò áñéèìçôéêÞò. Ïé ðáñáãùãÝò êáé ïé áðïäåSSîåéò ïñSSæïíôáé åðáãùãéêÜ üðùò óõíÞèùò, êáé ` ⊢_{HA} E óçìáSSíåé üôé ìSSá ðáñáãùãÞ óôçí HA ôïõ E áðü ôï Γ õðÜñœåé, óôçí ïðïSSá ïýôå ï R2 ïýôå ï R3 œñçóéìïðïéïýíôáé ùò ðñïò ìSSá ìåôáâëçôÞ åëåýèåñç óôï Γ.

Ç êáôáóêåõÞ ôùí (óõíÞèùí) öõóéêþí áñéèìþí ðáñÜãåé Ýíá üíïìá Þ øçöSSï ãéá ôïí êáèÝíá, Ýôóé ôï 0^{′′} åSSíáé ôï øçöSSï ãéá ôï 2. ÊÜèå êëåéóôüò üñïò t ôçò ãëþóóáò åêöñÜæåé (ùò ðñïò ôçí êýñéá åñìçíåSSá) Ýíáí óõãêåêñéìÝíï öõóéêü áñéèìüů áí ôï t åSSíáé ôï áíôSSóôïéœï øçöSSï, ôüôå ⊢_{HA} t = t. Ïé öõóéêïSS áñéèìïSS åSSíáé äéáêñéôïSS:

• ⊢_{HA} (x = y) ∨ ¬(x = y) . • ⊢_{HA} ¬¬(x = y) → (x = y) . • ⊢_{HA} (x = 0) ∨ ∃y(x = y^′).

Ç êëáóéêÞ áñéèìçôéêÞ Peano PA ðñïêýðôåé áðü ôçí HA áíôéêáèéóôþíôáò ôï X10 ìå ôï éóœõñüôåñï X10^c. Ï G-odel [17] åðÝêôåéíå ôçí áñíçôéêÞ ìåôÜöñáóç óôçí PA, áíÜãïíôáò Ýôóé ôç óõíÝðåéá ôçò PA ó’ áõôÞí ôçò HA êáé äåSSœíïíôáò åðïìÝíùò üôé ç HA äåí ìðïñåSS íá áðïäåSSîåé ç SSäéá ôç óõíÝðåéÜ ôçò.

Ïé áðïäåSSîåéò ôïõ Kleene óôï [29] ôïõ ðñþôïõ êáé ôïõ äåýôåñïõ èåùñÞìáôïò ìç ðëçñüôçôáò ôïõ G-odel åöáñìüæïíôáé óôçí HA üðùò êáé óôçí PA. Ç áñéèìçôéêïðïSSçóç ôùí ìåôáìáèçìáôéêþí åSSœå ãSSíåé óôï åíïñáôéêü õðïóýóôçìá, ïðüôå êÜèå ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêü êáôçãüñçìá ìðïñåSS íá åêöñáóôåSS óôçí HA áðü Ýíáí áðïêñSSóéìï ôýðï. Áí ï T(e,x,w) åSSíáé Ýíáò ôÝôïéïò ôýðïò ðïõ åêöñÜæåé üôé ôï \w åSSíáé ï áñéèìüò g-odel åíüò õðïëïãéóìïý ôïõ {e}(x)" êáé ï A(x) åSSíáé ï ∃zT(x; x; z), ôüôå ⊬_{HA} ¬¬∀x(A(x) ∨ ¬A(x)) êé Ýôóé ç HA + ¬∀x(A(x) ∨ ¬A(x)) åSSíáé óõíåðÞò.^{16} ÁõôÞ åSSíáé ìSSá åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ôïõ áîéïóçìåSSùôïõ ãåãïíüôïò üôé ç åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ åSSíáé óõíåðÞò ìå ìSSá êëáóéêÜ øåõäÞ ìïñöÞ ôçò ÈÝóçò ôïõ Church, üðùò ðñüêåéôáé íá äïýìå.

3.2. Ç áíáäñïìéêÞ ðñáãìáôïðïSSçóç ôïõ Kleene ãéá ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ. Ç áöåôçñSSá êáé ç áíÜðôõîç ôçò áíáäñïìéêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò (recursive realizability) åîéóôïñïýíôáé áðïëáõóôéêÜ áðü ôïí Jaap van Oosten óôï [41]. Ï Stephen Kleene, ìáèçôÞò ôïõ Alonzo Church, ðÞñå óïâáñÜ õð’ üøç ôïí éóœõñéóìü ôùí Hilbert êáé Bernays óôï [24] üôé \ìSSá ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò ‘õðÜñœåé áñéèìüò n ìå ôçí éäéüôçôá A(n)’ åSSíáé . . . ìSSá ìç ðëÞñçò áðüäïóç ìéáò ðñüôáóçò êáèïñéóìÝíçò ìå ðåñéóóüôåñç áêñSSâåéá, ç ïðïSSá óõíSSóôáôáé åSSôå óôï íá äSSíåôáé Üìåóá Ýíáò áñéèìüò n ìå ôçí éäéüôçôá A(n), åSSôå óôï íá ðáñÝœåôáé ìSSá äéáäéêáóSSá ìå ôçí ïðïSSá Ýíáò ôÝôïéïò áñéèìüò ìðïñåSS íá âñåèåSS . . . ’." Ï Kleene ãåíSSêåõóå áõôÞ ôçí éäÝá ãéá íá åñìçíåýóåé êÜèå óýíèåôç ðñüôáóç ôçò åíïñáôéêÞò áñéèìçôéêÞò óáí ìSSá ìç ðëÞñç ðåñéãñáöÞ ìéáò áðïôåëåóìáôéêÞò äéáäéêáóSSáò ìå ôçí ïðïSSá èá ìðïñïýóå íá âåâáéùèåSS ç ïñèüôçôÜ ôçò, êáé óôç óõíÝœåéá åöÜñìïóå ôç ÈÝóç ôïõ Church ãéá íá ôáõôSSóåé ôï \áðïôåëåóìáôéêü" ìå ôï \áíáäñïìéêü". Ôï áðïôÝëåóìá Þôáí ç 1945-ðñáãìáôïðïSSçóç Þ áñéèìçôéêÞ ðñáãìáôïðïSSçóç.^{17}

16Ãéá íá äåSSîïõìå üôé ï ¬E åSSíáé óõíåðÞò ìå Ýíá åíïñáôéêü óýóôçìá ðñÝðåé íá äåSSîïõìå üôé ï

¬¬E (êáé üœé ï E) äåí áðïäåéêíýåôáé.

17Ï Kolmogorov [33] åSSœå íùñSSôåñá ðñïôåSSíåé ìSSá \åñìçíåSSá ôùí ðñïâëçìÜôùí" ôùí åíïñáôéêþí

óõíäÝóìùí, áëëÜ äåí ôçí åSSœå äéáóõíäÝóåé ìå ôéò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ãéá ôïí åðáãùãéêü ïñéóìü, ôá n êáé m åSSíáé öõóéêïSS áñéèìïSS, êáé ôï (n)_i åSSíáé ï åêèÝôçò ôïõ i-ïóôïý ðñþôïõ óôçí áíÜëõóç ôïõ n óå ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò (ìåôñþíôáò ôï 2 óáí ôïí 0-ïóôü ðñþôï, êáé èÝôïíôáò (0)_i = 0 êáôÜ óýìâáóç. Ôá äéáôåôáãìÝíá æåýãç êùäéêïðïéïýíôáé áðü ôï (n; m) = 2^n · 3^m, êáé ôï {n}(m) äçëþíåé ôï áðïôÝëåóìá ôçò åöáñìïãÞò ôçò n-ïóôÞò áíáäñïìéêÞò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò óôï üñéóìá m. Ïñéóìüò. (Kleene 1945) Åíáò áñéèìüò n ðñáãìáôïðïéåSS (realizes) ìSSá ðñüôáóç E ìüíï ùò åîÞò:

(1) ôï n ðñáãìáôïðïéåSS Ýíáí êëåéóôü áôïìéêü ôýðï r = t, áí ï r = t åSSíáé áëçèéíüò ùò ðñïò ôçí êýñéá åñìçíåSSá.

(2) ôï n ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A & B, áí ôï (n)_0 ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A êáé ôï (n)_1 ðñáãìáôïðïéåSS ôïí B.

(3) ôï n ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A ∨ B, áí (n)_0 = 0 êáé ôï (n)_1 ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A, Þ (n)_0 ≠ 0 êáé ôï (n)_1 ðñáãìáôïðïéåSS ôïí B.

(4) ôï n ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A → B, áí, ãéá êÜèå m: áí ôï m ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A ôüôå ôï {n}(m) ïñSSæåôáé êáé ðñáãìáôïðïéåSS ôïí B.

(5) ôï n ðñáãìáôïðïéåSS ôïí ¬A, áí êáíÝíá m äåí ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A. (6) ôï n ðñáãìáôïðïéåSS ôïí ∀xA(x), áí, ãéá êÜèå m: ôï {n}(m) ïñSSæåôáé êáé ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A(m).

(7) ôï n ðñáãìáôïðïéåSS ôïí ∃xA(x), áí ôï (n)_1 ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A(m) üðïõ m = (n)_0.

Åíáò ôýðïò E åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò áí êÜðïéï n ðñáãìáôïðïéåSS ôçí êáèïëéêÞ êëåéóôüôçôá ∀E ôïõ E.

Ï Kleene äéáôýðùóå ôçí åéêáóSSá üôé êÜèå êëåéóôü èåþñçìá ôçò HA åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìï. Ï ìáèçôÞò ôïõ David Nelson åðáëÞèåõóå ôçí åéêáóSSá êáé, óôç óõíÝœåéá, ôõðïðïSSçóå ôçí áðüäåéîç óå ìSSá åðÝêôáóç ôçò HA.^{18} Ôï âáóéêü ëÞììá ëÝåé üôé ãéá êÜèå êëåéóôü üñï t ðïõ åêöñÜæåé ôïí áñéèìü ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï øçöSSï t:

ôï n ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A(t) ⇔ ôï n ðñáãìáôïðïéåSS ôïí A(t).

Ôï Èåþñçìá ôïõ Nelson. Áí C_1; : : : ; C_k ⊢_{HA} A êáé ïé C_1; : : : ; C_k åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïé, ôüôå åSSíáé êáé ï A.

Ðüñéóìá 1. Áí ⊢_{HA} ∀x_1 : : : ∀x_n∃yA(x_1; : : : ; x_n; y) , üðïõ ï A(x_1; : : : ; x_n; y) ðåñéÝœåé åëåýèåñåò ìüíï ôéò x_1; : : : ; x_n; y, ôüôå õðÜñœåé ìSSá ãåíéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí ôÝôïéá þóôå, ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôùí x_1; : : : ; x_n: áí (x_1; : : : ; x_n) = y, ôüôå ï A(x_1; : : : ; x_n; y) åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò.

Óôï [28] ï Kleene ðáñáôÞñçóå üôé ïé ðåñéðôþóåéò ôïõ ïñéóìïý ãéá ôá ∨, → êáé ∃ èá ìðïñïýóáí íá ôñïðïðïéçèïýí ãéá íá äþóïõí ìSSá Üëëç Ýííïéá (ðïõ áñãüôåñá ïíïìÜóôçêå ðñáãìáôïðïéÞóéìïò- ⊢) ãéá ôçí ïðïSSá SSóœõå ôï áíÜëïãï ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Nelson, ìáæSS ìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.^{19}

Ðüñéóìá 2 (ôçò åêäïœÞò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Nelson ãéá ôï \ðñáãìáôïðïéÞóéìïò- ⊢"). Áí ï A(x_1; : : : ; x_n; y) ðåñéÝœåé åëåýèåñåò ìüíï ôéò x_1; : : : ; x_n; y, êáé ⊢_{HA} ∀x_1 : : : ∀x_n∃yA(x_1; : : : ; x_n; y) , ôüôå õðÜñœåé ãåíéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç

18Ôï ôåœíéêü ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò, óôï [40], Þôáí ìç ôåôñéììÝíï. Ï Kleene [28] áíÜããåéëå êáé åñìÞíåõóå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Nelson. Ãéá ìSSá åêôåíÞ êáé êáôáëçðôÞ óýãœñïíç ðñáãìÜôåõóç, äåò Troelstra [48].

19Ïé éäéüôçôåò ôçò ýðáñîçò êáé ôçò äéÜæåõîçò ãéá ôçí HA åìðåñéÝœïíôáí óáí åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò,

üðùò óçìåSSùóå áñãüôåñá ï Kleene.

ôÝôïéá þóôå ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôùí x_1; : : : ; x_n:

⊢_{HA} A(x_1; : : : ; x_n; y) üðïõ (x_1; : : : ; x_n) = y:

3.3. Ç ÈÝóç ôïõ Church. ÅSSíáé äõíáôü ç ÈÝóç ôïõ Church íá åêöñáóôåSS óôç ãëþóóá ôçò áñéèìçôéêÞò. ÌSSá åêäïœÞ (ðïõ óõíäõÜæåé êáé ôçí áñéèìÞóéìç åðéëïãÞ) åSSíáé ôï óœÞìá CT_0:

∀x∃yA(x; y) → ∃e∀x∃w[T(e; x; w) & A(x; U(w))]

üðïõ ôï T(e; x; w) åêöñÜæåé üôé \ôï w åSSíáé ï áñéèìüò g-odel åíüò õðïëïãéóìïý ôïõ {e}(x)" êáé ôï A(x; U(w)) åSSíáé óõíôïìïãñáöSSá ôïõ ∀z(U(w; z) → A(x; z)) üðïõ ôï U(w,z) åêöñÜæåé üôé \ ôï z åSSíáé ç ôéìÞ, áí õðÜñœåé, ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí õðïëïãéóìü ìå áñéèìü g-odel wů áëëéþò z = 0". Ç áñSSèìçóç g-odel åSSíáé ðñùôïãåíþò áíáäñïìéêÞ, êáé ôá T(e,x,w) êáé U(w,z) åSSíáé áðïêñSSóéìá.^{20} Ôï Èåþñçìá ôïõ Nelson óõíåðÜãåôáé ôá áêüëïõèá áðïôåëÝóìáôá óõíÝðåéáò êáé áíåîáñôçóSSáò.

Ðüñéóìá 3. Ç HA + CT_0 åSSíáé óõíåðÞò.

Ðüñéóìá 4. Áí A(x) åSSíáé ï ∃yT(x; x; y) êáé B(x) åSSíáé ï A(x) ∨ ¬A(x), ôüôå (i) ⊬_{HA} ∀x(A(x) ∨ ¬A(x)), (ii) ⊬_{HA} ¬¬∀x(A(x) ∨ ¬A(x)); êáé (iii ⊬_{HA} ∀x¬¬B(x) → ¬¬∀xB(x).

Áí êáé ç HA åSSíáé õðïóýóôçìá ôçò PA, ç HA + CT_0 åSSíáé ìSSá ìç êëáóéêÞ áñéèìçôéêÞ. Ãéá íá äïýìå üôé ç CT_0 äåí åSSíáé óõíåðÞò ìå ôçí PA, Ýóôù üôé A(x,y) åSSíáé ï ôýðïò (y = 0 → ∀z¬T(x; x; z)) & (y ≠ 0 → T(x; x; y _−1)). Ðñïöáíþò ⊢_{PA} ∀x∃yA(x; y). Áêüìç êáé óôçí HA ç õðüèåóç ∀x∃w[T(e; x; w) & A(x; U(w))] óõíåðÜãåôáé üôé ∃w[T(e; e; w) & A(e; U(w)], áëëÜ ⊢_{HA} ∀w[T(e; e; w) → A(e; w + 1)] êáé ç áñSSèìçóç g-odel åSSíáé ôÝôïéá þóôå ⊢_{HA} ∀w(U(w) ≤ w). Áñá Ýœïõìå ⊢_{HA} ¬∃e∀x∃w[T(e; x; w) & A(x,U(w))], ïðüôå ç PA áðïäåéêíýåé ôçí Üñíçóç ìSSáò ðåñSSðôùóçò ôçò CT_0.

3.4. ÁîéùìáôéêïðïSSçóç êáé ôñïðïðïéÞóåéò. Ïôáí ôõðïðïSSçóå ôïí áñœéêü ïñéóìü, ï Nelson óõóœÝôéóå ìå êÜèå ôýðï A ôçò HA Ýíáí Üëëï ôýðï e r A (ìéÜò äéáôçñçôéêÞò åðÝêôáóçò) ôçò HA, êáé óôç óõíÝœåéá áðÝäåéîå üôé êÜèå ôýðïò ôçò ìïñöÞò A ↔ ∃e(e r A) Þôáí ðñáãìáôïðïéÞóéìïò êáé Üñá óõíåðÞò ìå ôçí HA. Ôï 1971 ï Troelstra œñçóéìïðïSSçóå ìSSá åðÝêôáóç ECT_0 ôçò ÈÝóçò ôïõ Church CT_0, ãéá íá ðñïóäéïñSSóåé åðáêñéâþò ôçí éóœý ôçò áñéèìçôéêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò ùò ðñïò ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ.^{21} ÓõíïðôéêÜ, ï Troelstra Ýäåéîå üôé ïé áðïäåSSîéìåò ðñïôÜóåéò ôçò HA + ECT_0 åSSíáé áêñéâþò áõôÝò ôùí ïðïSSùí ç ðñáãìáôïðïSSçóç ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS óôçí HA, êáé üôé ⊢_{HA+ECT0} (E ↔ ∃x(x r E)) ãéá êÜèå ôýðï E.

Áðü ôçí åíïñáôéêÞ Üðïøç ç ÈÝóç ôïõ Church åSSíáé ðåñéïñéóôéêÞ, êáé ðéèáíüí üœé áðïäåêôÞ óáí ìéá ãåíéêÞ áñœÞ. Ç ÁñœÞ ôïõ Markov MP, ôï óœÞìá

∀x(A(x) ∨ ¬A(x)) → [¬∀x¬A(x) → ∃xA(x)];

åSSíáé åðSSóçò ðñïâëçìáôéêÞ. ÅðåéäÞ ç MP óõíåðÜãåôáé ôçí SSäéá ôçò ôçí ðñáãìáôïðïSSçóç, ç HA + MP áðïäåéêíýåé ôç óõíÝðåéá ôçò HA + ECT_0 + MP.^{22} Ï Kreisel

20Ãéá ëåðôïìÝñåéåò êáé ôïõ ïñéóìïý ôçò åêöñáóéìüôçôáò äåò [29].

21ECT0 åSSíáé ôï óœÞìá ∀x[A(x) → ∃yB(x; y)] → ∃e∀x[A(x) → ∃w(T(e; x; w) & B(x; U(w)))], üðïõ ï A(x) åSSíáé óœåäüí áñíçôéêüò (äåí ðåñéÝœåé ∨ êáé ∃ åêôüò áí âñSSóêåôáé áêñéâþò ìðñïóôÜ áðü Ýíáí ôýðï œùñSSò ðïóïäåSSêôåò)ů êÜèå ôýðïò e r A åSSíáé áõôïý ôïõ åSSäïõò.

22Ï Troelstra Ýäùóå ðåéóôéêÜ åðéœåéñÞìáôá ãéá ôï üôé ôá \ñùóéêÜ áíáäñïìéêÜ ìáèçìáôéêÜ " ôçò

óœïëÞò ôïõ Markov âáóSSæïíôáé ó’ áõôÞ ôç èåùñSSá.

[34] åðéíüçóå ìSSá åêäïœÞ ìå ôýðïõò ôçò ðñáãìáôïðïSSçóçò, ãéá íá äåSSîåé ôçí áíåîáñôçóSSá ôçò ÁñœÞò ôïõ Markov.

Áëëåò ôñïðïðïéÞóåéò ôçò ðñáãìáôïðïSSçóçò Ýœïõí áíáðôõœèåSS ãéá íá áðïäåéœèåSS ìSSá ðëåéÜäá áðïôåëåóìÜôùí áíåîáñôçóSSáò êáé óõíÝðåéáò, êáé áõôÞ ç äéáäéêáóSSá óõíåœSSæåôáé. Ç ðñùôüôõðç (êáé ðñüôõðç) Ýííïéá ðñïóöÝñåé ìSSá êáôáíïçôÞ áðü ôçí êëáóéêÞ óêïðéÜ åñìçíåSSá ôçò áñéèìçôéêÞò ôïõ Heyting, üìùò äåí äéåêäéêåSS ôï üôé êáôïñèþíåé íá óõëëÜâåé ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ áëÞèåéá.

4. Ç åíïñáôéêÞ èåùñSSá ôïõ óõíåœïýò

Ç ïõóéáóôéêÞ áíôSSññçóç ôïõ Brouwer ãéá ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ (åêôüò áðü ôç œùñSSò ðåñéïñéóìü œñÞóç ôçò áñéóôïôåëéêÞò ëïãéêÞò áñœÞò ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñSSôïõ) Þôáí \ï ôñüðïò ðïõ åéóÜãåôáé êáé ðåñéãñÜöåôáé ôï óõíåœÝò".^{23} Ïëüêëçñï ôï Ýñãï ôïõ ðáñáêéíÞèçêå áðü ôç èÝëçóÞ ôïõ íá ðåñéãñÜøåé ìSSá êáôáóêåõÞ ôïõ óõíåœïýò ðïõ íá âñSSóêåôáé óå áñìïíSSá ìå ôéò áñœÝò ôïõ êáé í’ áíáðôýîåé óå âáèìü éêáíïðïéçôéêü ôá ìáèçìáôéêÜ, ðáSSñíïíôáò ãéá âÜóç áõôÞ ôçí êáôáóêåõÞ.^{24} Áêñéâþò ãéá íá ôï êáôïñèþóåé áõôü, äçìéïýñãçóå ôéò íÝåò Ýííïéåò ðïõ äSSíïõí óôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ ôïí îåœùñéóôü ôïõò œáñáêôÞñá.

Ç éäÝá ìáò ãéá ôï óõíåœÝò, áò ðïýìå ãéá ôï ðñáãìáôéêü åðSSðåäï Þ ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåSSá óôçí ðåñSSðôùóç ôçò ìéáò äéÜóôáóçò, öáSSíåôáé íá âãáSSíåé ðñþôá-ðñþôá áðü ôçí áíôSSëçøÞ ìáò ôïõ œþñïõ, ìéáò ðñùôáñœéêÞò, a priori üðùò ëÝåé ï Kant, Ýííïéáò. Åôóé, ìÝœñé ðïõ åìöáíSSóôçêáí ïé ìç-åõêëåSSäåéåò ãåùìåôñSSåò êáé œÜèçêå ç ìïíáäéêüôçôá ôïõ åõêëåSSäåéïõ œþñïõ, ôï óõíåœÝò ìðïñïýóå íá èåùñåSSôáé Ýííïéá áñœéêÞ, ðïõ ìðïñïýìå Üìåóá íá óõëëÜâïõìå ìå ôç äéáSSóèçóç, ôçí åíüñáóç, ðïõ äå œñåéÜæåôáé í’ áíáëõèåSS óå Üëëåò Ýííïéåò ðéï óôïéœåéþäåéò. ÌåôÜ üìùò áð’ áõôÞ ôçí áðþëåéá, Üñœéóáí ïé áðüðåéñåò ïñéóìïý ôïõ óõíåœïýò áðü Ýííïéåò ðïõ Ýìïéáæáí ðéï èåìåëéþäåéò, ìå ìåèüäïõò üìùò üëï êáé ðéï áöçñçìÝíåò - Þôáí Üëëùóôå ç åðïœÞ ðïõ ï Cantor äçìéïýñãçóå ôç ÈåùñSSá Óõíüëùí, ôïõò Üðåéñïõò äéáôáêôéêïýò êáé ðëçèéêïýò áñéèìïýò, ç åðïœÞ ôçò áñéèìçôéêïðïSSçóçò ôçò áíÜëõóçò áðü ôïí Weierstrass, ôïí Dedekind, ôïí Cantor êáé Üëëïõò.

Áðü ôüôå, óôá ðáñáäïóéáêÜ êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ, ôï óõíåœÝò èåùñåSSôáé üôé åSSíáé óõëëïãÞ áðü îåœùñéóôÜ ìáèçìáôéêÜ áíôéêåSSìåíá, ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò, ðïõ ïñSSæïíôáé áðü ôïõò ñçôïýò ìå ôïìÝò Dedekind Þ áêïëïõèSSåò Cauchy Þ áêïëïõèSSåò äéáóôçìÜôùí ìå ñçôÜ Üêñá. Ó’ üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò, ðñÝðåé íá ìåôáœåéñéóôïýìå ìáèçìáôéêÜ áíôéêåSSìåíá Üðåéñçò öýóçò óáí ïëïêëçñùìÝíá, ðåñáôùìÝíá. Áêüìç êáé ïé çìé-åíïñáôéêïSS ìáèçìáôéêïSS üðùò ïé Poincar«e, Borel êáé Lebesgue, üôáí ðñáãìáôåýïíôáé ôï óõíåœÝò, äåí êáôáöÝñíïõí íá êñáôÞóïõí ôçí êáôáóêåõáóôéêÞ ïðôéêÞ. Ï Brouwer ôïõò êáôçãüñçóå üôé Þ \êáôáöåýãïõí óå ëïãéêÜ áîéþìáôá ýðáñîçò" üðùò ôï áîSSùìá ðëçñüôçôáò, Þ áëëéþò \åSSíáé éêáíïðïéçìÝíïé ìå Ýíá ðÜíôá-áñéèìÞóéìï êáé ðÜíôá-çìéôåëÝò" ([11] óåë.5) óýíïëï áñéèìþí áöïý, óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõò íá äéáôçñÞóïõí ôïí êáôáóêåõáóôéêü œáñáêôÞñá ôùí ïñéóìþí ôïõò, ðåñéïñSSóôçêáí óå

23Áðü ôï êåSSìåíï ôïõ Brouwer Changes in the Relation between Classical Logic and Mathe-

matics, ðïõ õðÜñœåé óôï [43], óåë.453.

24Ïðùò ëÝåé ï Beth ([2] óåë.422), \ôçí êåíôñéêÞ èÝóç óôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáôÝœåé ç

èåùñSSá ôïõ óõíåœïýò".

ïñSSóéìá êáé Üñá áñéèìÞóéìïõ ðëÞèïõò áíôéêåSSìåíá^{25} (ãéá ðáñÜäåéãìá, ïñSSóéìåò áêïëïõèSSåò ñçôþí). Ôï äéáãþíéï åðéœåSSñçìá ôïõ Cantor üìùò Ýäåéœíå üôé åSSíáé áäýíáôï íá áðáñéèìÞóïõìå üëá ôá óçìåSSá ôïõ óõíåœïýò.

Ï Brouwer äåœüôáí ôï åðéœåSSñçìá ôïõ Cantor. Ç ðñþôç ôïõ áðÜíôçóç óôï ðñüâëçìá ðïõ ðñïÝêõðôå ãéá ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí ðáñïõóéÜóôçêå óôï äéäáêôïñéêü ôïõ, üðïõ èåùñïýóå ôï óõíåœÝò óáí êÜôé ðñùôáñœéêü, \ôï áäéáœþñéóôï óõìðëÞñùìá ôïõ äéáêñéôïý", óôï ïðïSSï äåí ìðïñåSS íá áíáœèåSS:

\Ïìùò ôï óõíåœÝò óáí ìéá ïëüôçôá ìáò äüèçêå ìå ôçí åíüñáóç, ìSSá êáôáóêåõÞ ãé’ áõôü, ìSSá äñÜóç ðïõ èá äçìéïõñãïýóå áðü ôç ìáèçìáôéêÞ åíüñáóç ‘üëá’ ôá óçìåSSá ôïõ óáí áôïìéêüôçôåò, åSSíáé áóýëëçðôç êáé áäýíáôç" ãéáôSS ç \ìáèçìáôéêÞ åíüñáóç äåí Ýœåé ôçí éêáíüôçôá íá äçìéïõñãÞóåé Üëëï áðü áñéèìÞóéìá óýíïëá áôüìùí." ([5], óåë.45) Óýìöùíá ìå ôçí åíïñáôéêÞ, äéáéóèçôéêÞ ôïõ óýëëçøç, ôï óõíåœÝò ìðïñåSS ðñþôáðñþôá íá õðïäéáéñåSSôáé áðåñéüñéóôá: äýï äéáêñéôÜ óçìåSSá óõíäÝïíôáé áðü áõôü ðïõ õðÜñœåé \ìåôáîý" (\between") ôïõò, ðïõ ðïôÝ äåí åîáíôëåSSôáé ðáñåìâÜëëïíôáò êé Üëëá óçìåSSá. Åôóé, åSSíáé äõíáôüí, \áöïý Ýœïõìå äçìéïõñãÞóåé ìSSá êëSSìáêá ìå äéáôáêôéêü ôýðï ” [ôï äéáôáêôéêü ôýðï ôùí ñçôþí] íá åðéèÝóïõìå ôï óõíåœÝò óáí ìéá ïëüôçôá." ([5], óåë.45). ÂÝâáéá ï ôñüðïò ðïõ áðü ôçí ðåñéãñáöÞ áõôÞ öáSSíåôáé íá ðåñíÜìå áðü ôïõò ñçôïýò ìå ôçí ðõêíÞ ãñáììéêÞ ôïõò äéÜôáîç óôï óõíåœÝò, äåí äSSíåé êáìSSá êáôáóêåõÞ ôïõ óõíåœïýò, áðëþò õðïäçëþíåé ôç óœÝóç ôùí ñçôþí ìå ôï óõíåœÝò êáé SSóùò äåí áðÝœåé êáé ðïëý áðü ôçí ðáñáäïœÞ êÜðïéïõ áîéþìáôïò ðëçñüôçôáò, áöïý ôá êåíÜ áíÜìåóá óôá ñçôÜ óçìåSSá êáëýðôïíôáé áðü áõôü ôï (ìÜëëïí áîåêáèÜñéóôï) \ìåôáîý" ôïõò. ÐÜíôùò ç åíïñáôéêÞ êáôáóêåõÞ ôïõ óõíåœïýò óôÜèçêå óôç óõíÝœåéá ìéá ðñüêëçóç ãéá ôïí Brouwerů ç áðÜíôçóÞ ôïõ ó’ áõôü ôï ðñüâëçìá äüèçêå áñãüôåñá êáé õðÞñîå ïõóéáóôéêÜ ç êïñõöáSSá äçìéïõñãSSá ôïõ. ÁíÜìåóá óå ðïëëÝò êáé äéÜöïñåò óêÝøåéò ãýñù áðü ôï óõíåœÝò, óôï äéäáêôïñéêü ôïõ ï Brouwer ðáñïõóSSáóå êáé åðéœåéñÞìáôá ãéá ôçí õðüèåóç ôïõ óõíåœïýò, ôçí åéêáóSSá äçëáäÞ üôé ç äåýôåñç êëÜóç áñéèìþí ôïõ Cantor êáé ôï óõíåœÝò Ýœïõí ôï SSäéï ðëÞèïò óçìåSSùí: áõôÞ éóœýåé êáô’ áñœÞí ãéá ôïí ðñþéìï Brouwer, ãéáôSS âëÝðïíôáò ôï óõíåœÝò óáí óýíïëï óçìåSSùí, åSSìáóôå áíáãêáóìÝíïé íá ïñSSóïõìå êÜðùò ôá óçìåSSá ôïõ, êé Ýôóé èá ðñïêýøåé Ýíá óýíïëï éóïðëçèéêü ìå ôç äåýôåñç êëÜóç áñéèìþí.^{26} Åôóé, óôç óêÝøç ôïõ Brouwer üðùò áõôÞ öáíåñþíåôáé ìÝóá áðü ôï äéäáêôïñéêü ôïõ, ôï óõíåœÝò åSSœå ôçí õðüóôáóç ðïõ ôïõ äSSíåôáé áðü ôçí åíüñáóç, ðïëý êïíôÜ óôç ãåùìåôñéêÞ åéêüíá ôïõ, üðùò êáé ó’ áõôÞ ôùí çìé-åíïñáôéêþí. ÌSSá êáôáóêåõáóôéêÞ áñéèìçôéêÞ ïðôéêÞ ôïõ óõíåœïýò (ìå ôçí Ýííïéá üôé âáóSSæåôáé ìå êÜðïéï ôñüðï óå êÜðïéá Ýííïéá áñéèìïý) óôÜèçêå ùò ôüôå áäýíáôç, êé Ýôóé ï ìáèçìáôéêüò œåéñéóìüò ôïõ ðáñÝìåíå ðÜíôá ðñïâëçìáôéêüò.

Óôéò äéáëÝîåéò ôïõ ôçò þñéìçò ðåñéüäïõ, ï Brouwer Ýäùóå óôçí ðñþôç ôïõ ìÜëëïí áðïññéðôéêÞ êáé ðåñéïñéóôéêÞ ðáñÝìâáóç óôá ðñïâëÞìáôá ôùí èåìåëSSùí, ôï üíïìá \Ðñþôç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý".^{27} Ì’ áõôÞí, äéáœþñéæå áðïëýôùò ôç ãëþóóá êáé

25Åêôüò áðü ôï ðñüâëçìá ôçò ðëçèéêüôçôáò, êáé ôï ìÝôñï åíüò ôÝôïéïõ óõíüëïõ ðñáãìáôéêþí

åSSíáé ìçäÝíů êáé áõôü ôï æÞôçìá áðáóœüëçóå áðü íùñSSò (êáé) ôïí Brouwer.

26Ï Brouwer åðéóçìáSSíåé âÝâáéá üôé ôï ðñüâëçìá äåí Ýœåé ôåèåSS óùóôÜ, áöïý \ïýôå ç äåýôåñç

êëÜóç áñéèìþí ïýôå ôï óõíåœÝò óáí ìSSá ïëüôçôá åîáôïìéêåõìÝíùí óçìåSSùí Ýœïõí ìáèçìáôéêÞ ýðáñîç" ([5], óåë.83).

27Ç Ðñþôç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý. Ï ðëÞñçò äéáœùñéóìüò ôùí ìáèçìáôéêþí áðü ôç ìáèç-

ìáôéêÞ ãëþóóá êé åðïìÝíùò áðü ôá öáéíüìåíá ôçò ãëþóóáò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôç èåùñçôéêÞ

ôç ëïãéêÞ áðü ôá ìáèçìáôéêÜ êé üñéæå üôé ç åíüñáóç ôùí ðïëëþí-óáí-Ýíá (manyoneness) åSSíáé ç ìüíç âÜóç ôçò ìáèçìáôéêÞò äñáóôçñéüôçôáò - ðñÜãìáôá ðïõ åSSœáí Þäç äéáôõðùèåSS óôï äéäáêôïñéêü ôïõ. Áíáãíþñéóå üìùò ôéò ðåñéïñéóìÝíåò äõíáôüôçôåò áíÜðôõîçò ìáèçìáôéêþí (ìüíï êïììÜôéá ôùí ìáèçìáôéêþí ìå äéáêñéôü œáñáêôÞñá üðùò ç áñéèìçôéêÞ êáé ç Üëãåâñá äéáóþæïíôáí): \Áöïý ôï óõíåœÝò ìïéÜæåé íá ìÝíåé Ýîù áðü ôçí åìâÝëåéÜ ôçò, èá öïâüôáí êáíåSSò ó’ áõôü ôï óôÜäéï üôé óôïí Åíïñáôéóìü äåí õðÜñœåé èÝóç ãéá ôçí áíÜëõóç." ([11], óåë.7). Êáé ôüôå ðáñïõóSSáóå ôç \Äåýôåñç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý",^{28} ìå ôçí ïðïSSá åéóÞãáãå ôéò íÝåò ôïõ Ýííïéåò, ôéò áêïëïõèSSåò åëåýèåñùí åðéëïãþí (free choice sequences) êáé ôá åSSäç (species). Ì’ áõôÝò ôéò Ýííïéåò îåêSSíçóå ôçí åíïñáôéêÞ áíáêáôáóêåõÞ ôçò áíÜëõóçò.

4.1. Ç èåùñSSá ôùí Brouweréáíþí óõíüëùí.

4.1.1. ÁêïëïõèSSåò åðéëïãþí (choice sequences). Ïðùò åSSäáìå, ï ñüëïò ôùí Üðåéñùí áêïëïõèéþí åSSíáé êñSSóéìïò óå ìéá áñéèìçôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ óõíåœïýò. Ï Borel åSSœå äéáôõðþóåé ôçí ðáñáôÞñçóç üôé ï ìüíïò ôñüðïò íá öôéÜîïõìå ôï óõíåœÝò, Ýœïíôáò óôá œÝñéá ìáò ìüíï áêïëïõèSSåò ñçôþí, œùñSSò íá åðéâÜëïõìå ôçí ýðáñîç ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ìå áîéþìáôá, èá Þôáí íá õéïèåôÞóïõìå óáí ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ôéò áêïëïõèSSåò ðïõ ãåííéïýíôáé ìå áõèáSSñåôåò åðéëïãÝò áíôéêåéìÝíùí. Ïìùò óáí êáôáóêåõáóôéêüò (constructivist) ìáèçìáôéêüò äSSóôáæå, áí êáé äåí áðÝññéðôå åíôåëþò ôçí éäÝá:

\...ãíùñSSæïõìå üôé ç êáèáñÜ áñéèìçôéêÞ Ýííïéá ôïõ óõíåœïýò áðáéôåSS íá áðïäåœôïýìå ôç íïìéìüôçôá ìéáò áñéèìÞóéìçò áðåéñSSáò äéáäïœéêþí åðéëïãþí. ÁõôÞ ç íïìéìüôçôá ìïõ öáSSíåôáé éäéáSSôåñá óõæçôÞóéìç, üìùò ðáñ’ üë’ áõôÜ èá Ýðñåðå íá êÜíïõìå ôç äéÜêñéóç áíÜìåóá ó’ áõôÞ ôç íïìéìüôçôá êáé ôç íïìéìüôçôá ìéáò ìç áñéèìÞóéìçò áðåéñSSáò ... Ç äåýôåñç Ýííïéá ìïõ öáSSíåôáé ... áðïëýôùò œùñSSò íüçìá ..." ([3] êáé [50] ôüìïò 2, óåë.641).

Ï Brouwer, ìå ôç Äåýôåñç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý, äÝœôçêå ôéò áêïëïõèSSåò åëåýèåñùí åðéëïãþí óáí íüìéìá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåSSìåíá.^{29} Ïðùò èá äïýìå, âñÞêå ðùò íá œñçóéìïðïéåSS áõôÜ ôá Üðåéñá, áêáèüñéóôá áíôéêåSSìåíá ìå êáôáóêåõáóôéêü ôñüðï, ìå ôï íá ôá âëÝðåé óá íá Ýœïõí äýï êïììÜôéá: Ýíá ðåðåñáóìÝíï, Þäç êáôáóêåõáóìÝíï

ëïãéêÞ, ç áíáãíþñéóç üôé ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ åSSíáé ìSSá ïõóéùäþò áãëùóóéêÞ äñáóôçñéüôçôá ôïõ íïõ ðïõ ðçãÜæåé áðü ôçí áíôSSëçøç ìéáò êSSíçóçò ôïõ œñüíïõ. ÁõôÞ ç áíôSSëçøç ôïõ œñüíïõ ìðïñåSS íá ðåñéãñáöåSS ùò ç äéÜóðáóç ìéáò óôéãìÞò æùÞò óå äýï äéáêñéôÜ ðñÜãìáôá, ðïõ ôï Ýíá äSSíåé ôç èÝóç ôïõ óôï Üëëï, áëëÜ äéáôçñåSSôáé óôç ìíÞìç. Áí ç äõÜäá ðïõ ãåííéÝôáé Ýôóé áðïãõìíùèåSS áðü êÜèå ðïéüôçôá, áðïìÝíåé ç êåíÞ ìïñöÞ ôïõ êïéíïý õðïóôñþìáôïò üëùí ôùí äõÜäùí. Êáé åSSíáé áõôü ôï êïéíü õðüóôñùìá, áõôÞ ç êåíÞ ìïñöÞ, ðïõ åSSíáé ç âáóéêÞ åíüñáóç ôùí ìáèçìáôéêþí. ([11], óåë.4)

28Ç Äåýôåñç ÐñÜîç ôïõ Åíïñáôéóìïý. Ç áðïäïœÞ äýï ôñüðùí äçìéïõñãSSáò íÝùí ìáèçìáôé-

êþí ïíôïôÞôùí: ðñþôá ìå ôç ìïñöÞ Üðåéñùí áêïëïõèéþí áðü ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ Ýœïõí Þäç äçìéïõñãçèåSS, ïé ïðïSSåò óõíåœSSæïíôáé ðåñéóóüôåñï Þ ëéãüôåñï åëåýèåñá (Ýôóé þóôå, ãéá ðáñÜäåéãìá, Üðåéñá äåêáäéêÜ êëÜóìáôá ðïõ ïýôå Ýœïõí áêñéâåSSò ôéìÝò ïýôå êáìSSá åããýçóç üôé êÜðïôå èá áðïêôÞóïõí áêñéâåSSò ôéìÝò íá ãSSíïíôáé áðïäåêôÜ)ů äåýôåñïí, ìå ôç ìïñöÞ ôùí ìáèçìáôéêþí åéäþí (species), äçëáäÞ éäéïôÞôùí ðïõ õðïôSSèåíôáé ãéá ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ Ýœïõí Þäç äçìéïõñãçèåSS, ðïõ éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç üôé áí éóœýïõí ãéá ìéá êÜðïéá ìáèçìáôéêÞ ïíôüôçôá, éóœýïõí åðSSóçò êáé ãéá üëåò ôéò ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ Ýœïõí ïñéóôåSS íá åSSíáé ‘SSóåò’ ì’ áõôÞí, üðïõ ïé ïñéóìïSS ôçò éóüôçôáò ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí ôéò óõíèÞêåò ôçò óõììåôñSSáò, ôçò áíáêëáóôéêüôçôáò êáé ôçò ìåôáâáôéêüôçôáò. ([11], óåë.8)

29Óôçí õéïèÝôçóç áõôÞò ôçò Ýííïéáò åêöñÜóôçêå ç êáíôéáíÞò ðñïÝëåõóçò ÜðïøÞ ôïõ üôé ïé

ìáèçìáôéêÝò êáôáóêåõÝò åSSíáé åóùôåñéêÜ, åëåýèåñá äçìéïõñãÞìáôá ôïõ íïõ ôïõ äçìéïõñãïýíôïò õðïêåéìÝíïõ (creating subject), ïðôéêÞ ðïõ åðçñÝáóå ôçí åðéœåéñçìáôïëïãSSá ôïõ.

êïììÜôé, ðïõ åðéôñÝðåé íá ãSSíåôáé ãíÞóéá êáôáóêåõáóôéêÞ œñÞóç ôçò Üðåéñçò áêïëïõèSSáò óå ïñéóìÝíåò ðåñéóôÜóåéò, êé Ýíá Üðåéñï, áðñïóäéüñéóôï êïììÜôé ðïõ êÜíåé äõíáôÞ ôç ãÝíåóç ïëüêëçñïõ ôïõ óõíåœïýò, êáèþò îåöåýãåé áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ èá åðéâÜëëïíôáí áðü ïðïéïäÞðïôå åSSäïò ïñéóéìüôçôáò.

4.1.2. Ïé íÝåò Ýííïéåò óõíüëùí. Ç êáéíïýñãéá ìáôéÜ ôïõ Brouwer óôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí ðáñïõóéÜóôçêå óôï Üñèñï ôïõ 1918 \ÈåìåëSSùóç ôçò ÓõíïëïèåùñSSáò áíåîÜñôçôá áðü ôïí ëïãéêü íüìï ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñSSôïõ. ÌÝñïò Ðñþôï: ÃåíéêÞ ÓõíïëïèåùñSSá." [8]. ÅêåSS, áíôSS ãéá ôá óýíïëá ôïõ Cantor, ðñïôåSSíïíôáé äýï åíáëëáêôéêÝò Ýííïéåò óáí âÜóç ãéá ôçí áíÜëõóç, ï éóôüò (Menge, spread)^{30} êáé ôï åSSäïò (species).

ÅSSäïò: ôï óýíïëï óáí éäéüôçôá. Ôï åSSäïò åSSíáé óõããåíéêü óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìå ôï óýíïëï üðùò ãSSíåôáé áíôéëçðôü óôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ. Åíá åSSäïò åSSíáé ìSSá éäéüôçôá, áëëÜ ìSSá éäéüôçôá \ðïõ õðïôSSèåôáé ãéá ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ Ýœïõí ðñïçãïõìÝíùò äçìéïõñãçèåSS", êáé åSSíáé óõìâáôü ìå ôçí Ýííïéá éóüôçôáò (ãåíéêÜ ìéá óœÝóç éóïäõíáìSSáò) ôùí èåùñïýìåíùí ìáèçìáôéêþí ïíôïôÞôùí. Ôï üôé ìSSá ìáèçìáôéêÞ ïíôüôçôá Ýœåé ìéá éäéüôçôá (ïðüôå \áíÞêåé óôï åSSäïò"), âåâáéþíåôáé êé áõôü áðü ìSSá êáôáóêåõÞů ôï åSSäïò ëïéðüí íïåSSôáé óáí ìSSá êáôáóêåõÞ ìÝóá óå ìSSá êáôáóêåõÞ. Äýï åSSäç åSSíáé SSóá \áí ãéá êÜèå óôïéœåSSï ôïõ êáèåíüò Ýíá óôïéœåSSï ôïõ Üëëïõ SSóï ì’ áõôü ìðïñåSS íá õðïäåéœèåSS". Ìå ôïí ïñéóìü áõôüí ôïõ åSSäïõò, áðïöåýãïíôáé ôá ðñïâëÞìáôá ôçò ìç êáôçãïñçìáôéêüôçôáò êáé ôçò áõôïáíáöïñÜò: \Ýíá åSSäïò ìðïñåSS íá åSSíáé óôïéœåSSï åíüò Üëëïõ åSSäïõò, ðïôÝ üìùò óôïéœåSSï ôïõ åáõôïý ôïõ!" äéáðéóôþíåé ï SSäéïò ï Brouwer ([11], óåë.8).

Éóôüò: ôï óýíïëï óáí íüìïò. Ïìùò ðïéåò åSSíáé ïé ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ðïõ ìðïñåSS íá åSSíáé óôïéœåSSá ôùí åéäþí, åêôüò áðü ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò; Ç ãÝíåóç ôùí ìáèçìáôéêþí ïíôïôÞôùí ðñïêýðôåé áðü ôç ìáèçìáôéêÞ äñáóôçñéüôçôá ðïõ áðïôõðþíåôáé óôç ñéæéêÜ êáéíïýñãéá Ýííïéá óõíüëïõ, ôïí éóôü. Ó’ áõôÞí áêñéâþò ôçí Ýííïéá åSSíáé ðïõ áîéïðïéåSSôáé ç áðïäïœÞ ôùí áêïëïõèéþí åëåýèåñùí åðéëïãþí. ÊÜèå óôïéœåSSï åíüò éóôïý êáôáóêåõÜæåôáé óôáäéáêÜ: óå êÜèå óôÜäéï äéáëÝãïõìå, õðáêïýïíôáò óå êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò, áêüìá Ýíá êïììÜôé ôïõ óôïéœåSSïõ, öôéÜœíïíôáò Ýôóé ìéá êáëýôåñç ðñïóÝããéóÞ ôïõ. ÓõãêåêñéìÝíá:

Åíáò éóôüò äçìéïõñãåSSôáé i) ìå äéáäïœéêÝò åðéëïãÝò öõóéêþí áñéèìþíů êÜèå åðéëïãÞ åîáñôÜôáé áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò, êáé ãSSíåôáé åSSôå åëåýèåñá åSSôå õðáêïýïíôáò óå êÜðïéïõò ðåñéïñéóìïýò, êáé ii) óõóœåôSSæïíôáò ìåôÜ áðü êÜèå åðéëïãÞ Ýíá áíôéêåSSìåíï áðü Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñï-õðÜñœïí áñéèìÞóéìï óýíïëï. Ïé ðåñéïñéóìïSS ôïõ i) êáé ïé óõóœåôSSóåéò ôïõ ii) äSSíïíôáé áðü ôï íüìï ôïõ éóôïý (spread law), óôçí ðñáãìáôéêüôçôá Ýíá æåõãÜñé íüìùí, ôï íüìï åðéëïãÞò (choice law) (ï ïðïSSïò åðSSóçò êáèïñSSæåé áí ç äéáäéêáóSSá èá ôåñìáôéóôåSS Þ èá óõíåœéóôåSS, êáé óôç äåýôåñç ðåñSSðôùóç åSSíáé áíáãêáSSï íá õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí ìSSá åðéôñåðôÞ åðéëïãÞ ãéá ôï åðüìåíï âÞìá)^{31} êáé ôï

30Ï Brouwer áñœéêÜ œñçóéìïðïSSçóå ôïí üñï Menge, ðïõ üìùò Þôáí ôáõôéóìÝíïò ìå ôá óýíïëá ôïõ Cantor, êáé áñãüôåñá ôïí üñï spread (åðÝêôáóç, äéÜäïóç). Ï üñïò éóôüò (áñœáSSá åëëçíéêÞ ëÝîç (êáé) ãéá ôïí áñãáëåéü) ðïõ äéáëÝîáìå, ðñïÝñœåôáé áðü ìSSá áíáëïãSSá ðïõ œñçóéìïðïéåSS ó’ Ýíá áäçìïóSSåõôï Üñèñï ôïõ ï Wim Veldman, SSóùò ï ìïíáäéêüò óýãœñïíïò ìáèçìáôéêüò ðïõ êÜíåé ìáèçìáôéêÜ áêñéâþò ìå ôïí ôñüðï ôïõ Brouwer, ãéá íá ðåñéãñÜøåé ôïí êáèïëéêü éóôü (universal spread), ðïõ èá ïñSSóïõìå ðéï êÜôù.

31Áõôü óçìáSSíåé üôé ìðïñïýìå íá èåùñïýìå ðùò ìüíï Üðåéñåò áêïëïõèSSåò ðáñÜãïíôáé áðü ôï

íüìï ôïõ éóôïý.

íüìï óõóœÝôéóçò. Ðñïóðáèþíôáò íá ðåñéãñÜøåé ôç öýóç ôùí ‘íüìùí’, ï Brouwer óçìåéþíåé: \...ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé Ýíáò íüìïò éóôïý ðáñÜãåé ìéá ïäçãSSá^{32} óýìöùíá ìå ôçí ïðïSSá ..." ([11], óåë.15).

Ôá óôïéœåSSá ôïõ éóôïý åSSíáé ïé áêïëïõèSSåò (Üðåéñåò Þ ðåðåñáóìÝíåò) ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ Ýœïõí óõóœåôéóôåSS ìå êÜèå áêïëïõèSSá åðéëïãþí. Åôóé Ýíá óôïéœåSSï ìðïñåSS íá ðáñáìÝíåé ðÜíôïôå çìéôåëÝò, ðÜíôïôå äçìéïõñãïýìåíï. Ï éóôüò ðïõ äçìéïõñãåSSôáé Ýôóé äåí èåùñåSSôáé üôé åSSíáé ç ïëüôçôá ôùí óôïéœåSSùí ôïõ, ðáñÜ ôáõôSSæåôáé ìå ôï íüìï ôçò äçìéïõñãSSáò ôïõ. Ç ðåñéãñáöÞ ôçò Ýííïéáò ôïõ éóôïý åSSíáé ðåñSSðëïêç êáé ìáêñéÜ, üìùò ï Brouwer Ýëåãå üôé äåí ìðïñïýóå íá áðïöýãåé êÜôé ôÝôïéï. ÊáôÜ êáéñïýò Ýêáíå äéÜöïñåò ôñïðïðïéÞóåéò óôéò ëåðôïìÝñåéåò ôïõ ïñéóìïý ðïõ áöïñïýóáí ãéá ðáñÜäåéãìá ôç öýóç ôùí åðéâáëëüìåíùí ðåñéïñéóìþí.

ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé êÜèå åðéëïãÞ êáé óõíáêüëïõèç óõóœÝôéóç ãSSíïíôáé áðïôåëåóìáôéêÜ êáé åðïìÝíùò åSSíáé áðïêñSSóéìï ôï áí ìSSá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá åðéëïãþí Þ áíôéêåéìÝíùí õðïøÞöéùí ãéá óõóœÝôéóç åSSíáé åðéôñåðôÞ, äåí óõìâáSSíåé ôï SSäéï êáé ãéá ôéò Üðåéñåò áêïëïõèSSåò: ìSSá áêïëïõèSSá åëåýèåñùí åðéëïãþí äçìéïõñãåSSôáé óå âÞìáôáů áí óå êÜðïéï âÞìá ï íüìïò åðéëïãÞò êáèïñSSæåé üôé ôï ðåðåñáóìÝíï êïììÜôé ðïõ Ýœåé Þäç äçìéïõñãçèåSS äåí õðáêïýåé ðéá óôïõò ðåñéïñéóìïýò, ôüôå âÝâáéá ãíùñSSæïõìå üôé ç áêïëïõèSSá äåí ‘áíÞêåé’ óôïí éóôü. Ïóï üìùò äåí óõìâáSSíåé íá áðïññSSðôåôáé, äåí ìðïñïýìå ðïôÝ íá åSSìáóôå óSSãïõñïé üôé áõôü äåí èá óõìâåSS óå êÜðïéï åðüìåíï âÞìá, êé áõôü åSSíáé ôï ôSSìçìá ôçò åëåõèåñSSáò óôç äçìéïõñãSSá ôçò áêïëïõèSSáò.

Ïé éóôïSS åSSíáé áíôéêåSSìåíá ðéï âáóéêÜ áðü ôá åSSäç: ï éóôüò ðáñÜãåé ôá óôïéœåSSá ôïõ, åíþ ôï åSSäïò Ýœåé óôïéœåSSá áðü ðñéí êáôáóêåõáóìÝíá, êé áõôü ðïõ œñåéÜæåôáé ãéá ìéá ìáèçìáôéêÞ ïíôüôçôá þóôå í’ áíÞêåé ó’ Ýíá åSSäïò, åSSíáé ç åíïñáôéêÞ äéêáéïëüãçóç üôé äéáèÝôåé ôçí éäéüôçôá ðïõ ðñïóäéïñSSæåé ôï åSSäïò.

4.1.3. Ïé éóôïSS óáí äÝíôñá êáé ìSSá ôïðïëïãSSá ãé’ áõôïýò. Ìðïñïýìå íá óêåöôüìáóôå ôïõò éóôïýò óáí äÝíôñá, ìå êüìâïõò ôéò ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèSSåò ôùí óõóœåôéóìÝíùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ áíôéóôïéœïýí óôéò äéáäïœéêÝò åðéëïãÝò, êáé ðïõ üëá ôïõò ôá êëáäéÜ åSSíáé Üðåéñá (êëáäSS åSSíáé ìéá áêïëïõèSSá ôçò ïðïSSáò üëá ôá áñœéêÜ ôìÞìáôá áíÞêïõí óôï äÝíôñï). Ï SSäéïò ï Brouwer œñçóéìïðïéïýóå ôçí åéêüíá ôùí êüìâùí üðùò ðáñáðÜíù üôáí ðåñéÝãñáöå ôïõò éóôïýò.

Ì’ Ýíá ðïëý öõóéïëïãéêü ôñüðï ìðïñåSS íá ïñéóôåSS ìSSá ôïðïëïãSSá ó’ Ýíáí éóôü: èåùñþíôáò óáí óçìåSSá ôá Üðåéñá êëáäéÜ ôïõ éóôïý (ìå ôçí åéêüíá ôïõ äÝíôñïõ) êáé ðáSSñíïíôáò óáí âÜóç ãéá ôçí ôïðïëïãSSá ôá óýíïëá N_u, üðïõ N_u åSSíáé ôï óýíïëï ôùí Üðåéñùí êëáäéþí ìå áñœéêü ôìÞìá u.

4.1.4. ÐáñáäåSSãìáôá. ÄSSíïõìå ôþñá ôá äýï ðéï óçìáíôéêÜ ðáñáäåSSãìáôá éóôþí.

1. ï êáèïëéêüò éóôüò (universal spread), ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï íüìï åðéëïãÞò ðïõ åðéôñÝðåé ôçí åðéëïãÞ ïðïéïõäÞðïôå öõóéêïý áñéèìïý óå êÜèå âÞìá, êáé ôï íüìï óõóœÝôéóçò ðïõ óõóœåôSSæåé ôåôñéììÝíá ìåôÜ áðü êÜèå åðéëïãÞ ôïí SSäéï ôïí áñéèìü ðïõ Ýœåé åðéëåãåSS. Ì’ áõôü ôïí éóôü äçìéïõñãïýíôáé üëåò ïé áêïëïõèSSåò öõóéêþí áñéèìþí, êé Ýôóé ôï åSSäïò ôùí óôïéœåSSùí ôïõ åSSíáé ìç áñéèìÞóéìï. ÅöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãSSá ôùí áñœéêþí ôìçìÜôùí, ãSSíåôáé ï ãíùóôüò œþñïò Baire, êé Ýôóé åSSíáé Borel-éóïìïñöéêüò (äçëáäÞ Ýœåé ïõóéáóôéêÜ ôçí SSäéá äïìÞ áðü ôçí Üðïøç ôçò èåùñSSáò ìÝôñïõ) ìå ôï óýíïëï R ôùí ðáñáäïóéáêþí ðñáãìáôéêþí áñéèìþíů åSSíáé âÝâáéá (ôïðïëïãéêÜ) ïìïéïìïñöéêüò ìå ôïõò Üññçôïõò áñéèìïýò. ÁõôÞ ç ôüóï ãåíéêÞ êáé åëåýèåñç äéáäéêáóSSá ðïõ õðáãïñåýåôáé áðü ôïí êáèïëéêü éóôü óõëëáìâÜíåé

32\ÕðïãñÜììéóç" äéêéÜ ìáò.

ôçí ïõóSSá ôçò äçìéïõñãSSáò ôïõ åíïñáôéêïý óõíåœïýò, êáé âáóéóìÝíïé ó’ áõôÞí, âÜæïíôáò êÜðïéïõò üœé ïõóéáóôéêïýò ðåñéïñéóìïýò, ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ðéá ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò óôá ðëáSSóéá ôïõ åíïñáôéóìïý.

2. ðä-éóôüò (fan)^{33} åSSíáé Ýíáò éóôüò ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò. Ïé ðä-éóôïSS, ðïõ åSSíáé óõìðáãåSSò óôçí ôïðïëïãSSá ðïõ ïñSSóáìå, ðáSSæïõí éäéáSSôåñï ñüëï óôçí áíÜðôõîç ìéáò èåùñSSáò ôçò áíÜëõóçò, åîáéôSSáò ôïõ ðéï ðñïóäéïñéóìÝíïõ œáñáêôÞñá ôïõò. Åíáò ðä-éóôüò ìå îåœùñéóôÞ óçìáóSSá åSSíáé ï äõáäéêüò éóôüò, ðïõ äçìéïõñãåSS üëåò ôéò Üðåéñåò áêïëïõèSSåò áðü 0 êáé 1, ï ïðïSSïò ìå ôçí ôïðïëïãSSá ôùí áñœéêþí ôìçìÜôùí, ãSSíåôáé ï óçìáíôéêüôáôïò œþñïò ôïõ Cantor.

Ôï åíïñáôéêü óõíåœÝò êáé ïé ðñáãìáôéêïSS áñéèìïSS åSSíáé ôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá, ðïõ äSSíåôáé óôç óõíÝœåéá.

4.2. Ôï åíïñáôéêü óõíåœÝò.

4.2.1. Ï éóôüò ôùí óçìåSSùí ôïõ óõíåœïýò êáé ïé ðñáãìáôéêïSS áñéèìïSS. Áò èåùñÞóïõìå^{34} ôï åSSäïò ôùí äõáäéêþí êëáóìÜôùí a=2^n, üðïõ a áêÝñáéïò êáé n öõóéêüò, ìå ôç óõíçèéóìÝíç ôïõò äéÜôáîç. Ó’ áõôü ôï åSSäïò, èåùñïýìå ôá êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá ôçò ìïñöÞò I_{m;n} = [m=2^n; (m + 2)=2^n] êáé ìSSá áñSSèìçóç ôùí æåõãáñéþí öõóéêþí áñéèìþí p_1; p_2; ::: ìå p_i =< r_i; s_i >, êáé ôïí åîÞò éóôü: óôï ðñþôï âÞìá åðéôñÝðåôáé ç åðéëïãÞ ïðïéïõäÞðïôå öõóéêïý áñéèìïý n êáé óõóœåôSSæåôáé ôï äéÜóôçìá I_{rn;sn} ů áí ïé a_1; :::; a_n Ýœïõí åðéëåãåSS êáé ôï äéÜóôçìá I_{r;s} Ýœåé óõóœåôéóôåSS, ôüôå åðéôñÝðåôáé íá åðéëåãåSS ï áñéèìüò k ìüíï áí ôï I_{rk ;sk} ðåñéÝœåôáé ãíÞóéá óôï I_{r;s}, êáé áí ï k åðéëåãåSS, ôüôå óõóœåôSSæåôáé ôï äéÜóôçìá I_{rk ;sk} . Ôá óôïéœåSSá áõôïý ôïõ éóôïý, áõôÝò ïé åð’ Üðåéñïí ðáñáãüìåíåò áêïëïõèSSåò êëåéóôþí äéáóôçìÜôùí ìå ìÞêç ðïõ óõãêëSSíïõí óôï 0, åSSíáé ôá óçìåSSá ôïõ óõíåœïýò.^{35}

ÌSSá óœÝóç éóïäõíáìSSáò ïñSSæåôáé ôþñá ãéá ôá óçìåSSá áõôÜ: äýï óçìåSSá p êáé q óõìðSSðôïõí áí êÜèå äéÜóôçìá ôïõ p êáëýðôåé ðëÞñùò Þ ìåñéêÜ êÜèå äéÜóôçìá ôïõ q. ÊÜèå êëÜóç éóïäõíáìSSáò åSSíáé Ýíá åSSäïò ðïõ ïíïìÜæåôáé ðõñÞíáò óçìåSSùí (point core) êé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò ïñSSæåôáé íá åSSíáé áêñéâþò áõôü. Ôï åSSäïò áõôþí ôùí ðõñÞíùí óçìåSSùí åSSíáé ôï åíïñáôéêü óõíåœÝò. Ç éóüôçôá ìåôáîý ðñáãìáôéêþí ðñïêýðôåé áðü ôç óœÝóç óýìðôùóçò: áí r êáé s åSSíáé ðñáãìáôéêïSS êáé p; q áíôéðñüóùðïé ôùí r; s áíôSSóôïéœá, ôüôå r = s áí êáé ìüíï áí ïé p êáé q óõìðSSðôïõí.

Ï Brouwer Ýäùóå ðïëëÝò áíÜëïãåò êáôáóêåõÝò ôïõ óõíåœïýò, œñçóéìïðïéþíôáò ãéá ðáñÜäåéãìá áêïëïõèSSåò ñçôþí Þ äõáäéêÜ êëÜóìáôá ìå äéÜöïñåò óõíèÞêåò óýãêëéóçò. Ï Heyting Ýäùóå åðSSóçò êÜðïéåò êáôáóêåõÝò áõôïý ôïõ ôýðïõ, œñçóéìïðïéþíôáò ôï œáñáêôçñéóôéêü üíïìá ãåííÞôïñåò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí (real number generators) ãéá ôïõò áíôSSóôïéœïõò ðõñÞíåò óçìåSSùí. ÁõôÞ ç ðåñéãñáöÞ ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ëýíåé ôá ðñïâëÞìáôá ôçò ðëçèéêüôçôáò êáé ôïõ ìÝôñïõ áðü ôçí åíïñáôéêÞ Üðïøç. ÅðSSóçò, åðéôñÝðåé ôçí åìöýôåõóç ôùí ñçôþí óôïõò ðñáãìáôéêïýò ìå Ýíá öõóéïëïãéêü ôñüðï, áöïý êÜèå ñçôüò áíÞêåé óå ìSSá áêïëïõèSSá äéáóôçìÜôùí ôçò ìïñöÞò I_{m;n} ìå ìÞêç ðïõ ôåSSíïõí óôï 0. Ïìùò ïé äéáöïñÝò áðü ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí ðáñáìÝíïõí ìåãÜëåò, üðùò öáSSíåôáé áðü áõôÜ ðïõ áêïëïõèïýí.

33Ï üñïò âåíôÜëéá Ýœåé åðSSóçò œñçóéìïðïéçèåSS ãéá ôçí áðüäïóç óôá åëëçíéêÜ ôïõ fan. 34Áðü ôçí åéóáãùãÞ ôïõ Parsons óôï [9].

35Ìðïñïýìå íá óõãêñSSíïõìå áõôÞ ôç äéáäéêáóSSá ìå ôçí áñœÞ ôïõ åãêéâùôéóìïý, Ýíá áîSSùìá

ðëçñüôçôáò ðïõ åîáóöáëSSæåé üôé ç ôïìÞ êÜèå áêïëïõèSSáò êëåéóôþí åãêéâùôéóìÝíùí äéáóôçìÜôùí ìå ìÞêç ðïõ óõãêëSSíïõí óôï 0 åSSíáé ìç êåíÞ.

4.2.2. Áíáðïêñéóéìüôçôá ôçò éóüôçôáò. Óôï Üñèñï ôïõ ôïõ 1930 ìå ôSSôëï \Ç äïìÞ ôïõ óõíåœïýò" [10], ï Brouwer åîÝôáóå âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ óõíåœïýò, óõãêñSSíïíôáò ôï êëáóéêü óõíåœÝò ì’ áõôü ðïõ ðñïÝêõðôå áðü ôéò äéêÝò ôïõ èåùñÞóåéò. Ôï ðñþôï ôïõ óõìðÝñáóìá Þôáí üôé ç éóüôçôá ìåôáîý äýï ðñáãìáôéêþí áñéèìþí äåí åSSíáé áðïêñSSóéìç óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ åíïñáôéêïý óõíåœïýò. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå ùò åîÞò: Ýóôù A(n) ìSSá éäéüôçôá áðïêñSSóéìç ãéá êÜèå n, ãéá ôçí ïðïSSá üìùò äåí îÝñïõìå áí éóœýåé ãéá êÜèå n, üðùò áò ðïýìå ç åéêáóSSá ôïõ Goldbach (êÜèå Üñôéïò öõóéêüò ìåãáëýôåñïò áðü ôï 2 åSSíáé Üèñïéóìá äýï ðñþôùí), ïðüôå A(n) åSSíáé ç éäéüôçôá üôé ôï 2n + 2 åSSíáé Üèñïéóìá äýï ðñþôùí. Åóôù

¸(n) = { 1=2^n; áí ∀k ≤ n A(k);

1=2^k; áí ¬A(k) & k ≤ n & ∀m < k A(m):

Ç áêïëïõèSSá ðïõ ïñSSæåôáé Ýôóé åSSíáé ðñïöáíþò óõãêëSSíïõóá, ïñSSæåé åðïìÝíùò Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü, Ýóôù r. ÂëÝðïõìå üôé r = 0 áí êáé ìüíï áí ç A(n) åSSíáé áëçèéíÞ ãéá êÜèå n (áëëéþò r = 1=k ãéá ôï åëÜœéóôï k ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé ç ¬A(k)). ÊáôÜ óõíÝðåéá äåí ìðïñïýìå íá áðïöáóSSóïõìå áí r = 0, üóï äå ãíùñSSæïõìå ôçí áðÜíôçóç óôçí åéêáóSSá ôïõ Goldbach.

4.2.3. ÁóèåíÞ áíôéðáñáäåSSãìáôá. Ôá áíôéðáñáäåSSãìáôá ôïõ åSSäïõò ðïõ ìüëéò äþóáìå åSSíáé œáñáêôçñéóôéêÜ óôçí åðéœåéñçìáôïëïãSSá ôïõ Brouwer, åSSíáé áõôÜ ðïõ áðïêáëïýíôáé áóèåíÞ áíôéðáñáäåSSãìáôá. ŒñçóéìïðïéåSSôáé Ýíá ðñüâëçìá Üëõôï ìÝœñé ôç óôéãìÞ ðïõ áõôüò ðïõ åðéœåéñçìáôïëïãåSS ôï åðéêáëåSSôáé, ãéá íá äéáøåõóôïýí êÜðïéåò êëáóéêÜ Ýãêõñåò ðñïôÜóåéò. ÅSSíáé áóèåíÝò, ãéáôSS åîáñôÜôáé êñSSóéìá áðü Ýíá óõãêåêñéìÝíï Üëõôï ðñüâëçìá, ðïõ êÜðïéá ìÝñá èá ìðïñïýóå íá ëõèåSS. Ïìùò ï Brouwer ðSSóôåõå üôé ðÜíôïôå èá õðÜñœïõí Üëõôá ìáèçìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá.

4.2.4. Ôï óõíåœÝò äåí ìðïñåSS íá äéáôáœèåSS. Åíá äåýôåñï áðïôÝëåóìá Þôáí ç áðïôõœSSá íá âñåèåSS ìéá ãñáììéêÞ äéÜôáîç ôïõ åíïñáôéêïý óõíåœïýò. Ïé ñçôïSS äéáôÜóóïíôáé ïëéêÜ œùñSSò ðñüâëçìá, áöïý ç óýãêñéóÞ ôïõò áíÜãåôáé óôç óýãêñéóç öõóéêþí. Ãéá ôïõò ðñáãìáôéêïýò üìùò, êÜðïéïõò åSSíáé äõíáôüí âÝâáéá íá ôïõò óõãêñSSíïõìå êáé íá ôïõò äéáôÜîïõìå ìåôáîý ôïõòů óôçí ðåñéãñáöÞ ìå ôá åãêéâùôéóìÝíá äéáóôÞìáôá ãéá ðáñÜäåéãìá, áí óå êÜðïéï âÞìá ôçò êáôáóêåõÞò äýï óçìåSSùí ôïõ óõíåœïýò p êáé q ðñïêýøåé Ýíá äéÜóôçìá ôïõ p áõóôçñÜ óôá áñéóôåñÜ åíüò äéáóôÞìáôïò ôïõ q, ôüôå ãéá ôïõò áíôSSóôïéœïõò ðñáãìáôéêïýò r êáé s ìðïñïýìå íá Ýœïõìå r < s. Åôóé ðñïêýðôåé ç öõóéêÞ äéÜôáîç ôùí ðñáãìáôéêþí, üðùò ôçí ïíüìáæå ï Brouwer. Ïìùò ðÜëé ìå ôçí åðSSêëçóç êÜðïéùí áóèåíþí áíôéðáñáäåéãìÜôùí, Ýäåéîå üôé áõôÞ ç äéÜôáîç äåí ìðïñåSS íá åSSíáé ïëéêÞ. Ïñéóå ôüôå êÜðïéá åêëÝðôõíóç ôçò öõóéêÞò äéÜôáîçò, ôçí åéêïíéêÞ äéÜôáîç (virtual order)

r ≺ s ≡ ¬r > s & r ≠ s;

ç ïðïSSá üìùò êáé ðÜëé äåí ìðïñåSS íá åSSíáé ïëéêÞ. ÁîSSæåé íá óçìåéþóïõìå üôé, áí êáé óôá åíïñáôéêÜ ðëáSSóéá äåí äéáèÝôïõìå ôç óõãêñéóéìüôçôá ôùí ðñáãìáôéêþí, äéÜöïñåò éäéüôçôåò ìðïñïýí íá áðïäåéœèïýí ãéá ôç öõóéêÞ äéÜôáîçů ôï ðéï œñÞóéìï õðïêáôÜóôáôï ôçò óõãêñéóéìüôçôáò åSSíáé ç éäéüôçôá r < s → r < t ∨ t < s. Ç áäõíáìSSá äéÜôáîçò äåí åSSíáé Ýíá \ôåœíéêü" ðñüâëçìá, åSSíáé ìÜëëïí åðáêüëïõèï ôïõ ãåãïíüôïò üôé ïé ðåñéóóüôåñïé ðñáãìáôéêïSS åSSíáé åëëéðþò ðñïóäéïñéóìÝíá áíôéêåSSìåíá.

4.2.5. Ôï ìïíáäéáSSï óõíåœÝò (unit continuum). Êáèþò äýï ðñáãìáôéêïSS áñéèìïSS r êáé s äåí åSSíáé ðÜíôïôå óõãêñSSóéìïé ùò ðñïò ôç öõóéêÞ äéÜôáîç, ôï êëåéóôü äéÜóôçìá [r; s] ïñSSæåôáé íá åSSíáé ôï åSSäïò üëùí ôùí ðñáãìáôéêþí x ãéá ôïõò ïðïSSïõò åSSíáé áäýíáôï íá éóœýåé x > r êáé x > s êáé åðSSóçò áäýíáôï íá éóœýåé x < r êáé x < s. Áí r < s ôüôå åSSíáé áêñéâþò ôï åSSäïò ôùí x ãéá ôá ïðïSSá äåí éóœýåé ïýôå x < r ïýôå x > s.

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ïìïéüìïñöçò óõíÝœåéáò, ðïõ èá óõæçôÞóïõìå ðéï êÜôù, åîáñôÜôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé êÜèå êëåéóôü äéÜóôçìá [r; s] åSSíáé ç óõíåœÞò åéêüíá åíüò ðä-éóôïý F áðü ãåííÞôïñåò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò óõìðSSðôåé ìå Ýíá óçìåSSï ôïõ [r; s]. ËÝãïíôáò ìïíáäéáSSï óõíåœÝò ï Brouwer åííïïýóå Ýíáí ðä-éóôü óõíäåäåìÝíï ì’áõôü ôïí ôñüðï ìå ôï [0; 1] (üðùò óôï [11] p.35ů åðSSóçò óôá [50] êáé [35]).

4.3. Ôá âáóéêÜ èåùñÞìáôá êáé ïé õðïêåSSìåíåò áñœÝò.

4.3.1. Ìç óõíåœåSSò óõíáñôÞóåéò äåí õðÜñœïõí. Ç áíáðïêñéóéìüôçôá ôçò éóüôçôáò Ýœåé óõíÝðåéåò ðïõ äýóêïëá èá äåœüôáí Ýíáò ðáñáäïóéáêüò ìáèçìáôéêüò. Åóôù^{36} f ç óõíÜñôçóç áðü ôïõò ðñáãìáôéêïýò óôïõò ðñáãìáôéêïýò ìå

f(x) = { 1 áí x ≠ 0; 0 áëëéþò, ðïõ êëáóéêÜ ïñSSæåôáé ðáíôïý êáé äåí åSSíáé óõíåœÞò óôï 0. ÅíïñáôéêÜ üìùò, ç f äåí ìðïñåSS íá åSSíáé ïëéêÞ óõíÜñôçóç: ãéá ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü r ôïõ áóèåíïýò áíôéðáñáäåSSãìáôïò ðïõ ðáñïõóéÜóáìå, üðùò êáé ãéá êÜèå Üëëï ðñáãìáôéêü, Ýðåôáé áðü ôç óõíÝœåéá (ìå ôç óõíçèéóìÝíç Ýííïéá) üôé ìðïñïýìå íá õðïëïãSSóïõìå ïðïéáäÞðïôå ðñïóÝããéóç ôïõ f(r), êáé áðü ôçí õðïôéèÝìåíç ïëéêüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò, ìðïñïýìå íá áðïöáóSSóïõìå áí f(r) < 1 Þ f(r) > 0, êé Ýôóé íá áðïöáóSSóïõìå áí ¬r ≠ 0 Þ r ≠ 0, Þ éóïäýíáìá^{37} áí r = 0 Þ r ≠ 0, ðïõ åSSíáé áäýíáôïů Ýôóé öôÜíïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ç f äåí ìðïñåSS íá åSSíáé ìéá ïëéêÞ óõíÜñôçóç.

Åíá Üëëï åíôõðùóéáêü áðïôÝëåóìá ðïõ ðñïêýðôåé ìå ðáñüìïéá åðéœåéñÞìáôá åSSíáé üôé ôï Èåþñçìá ÅíäéÜìåóçò ÔéìÞò äåí éóœýåé ïýôå êé áõôü.

4.3.2. Ôï èåþñçìá ïìïéüìïñöçò óõíÝœåéáò. Óå áíôSSèåóç ìå áõôÜ ôá áñíçôéêÜ óõìðåñÜóìáôá, ï Brouwer Ýöôáóå ó’ Ýíá ðïëý éóœõñü áðïôÝëåóìá, áíÜëïãï ìå ôï êëáóéêü èåþñçìá üôé ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ åSSíáé óõíåœåSSò ó’ Ýíá óõìðáãÞ œþñï åSSíáé ïìïéüìïñöá óõíåœåSSò, ìüíï ðïõ óôçí åíïñáôéêÞ åêäïœÞ, ïé ìüíåò óõíáñôÞóåéò ðïõ õðÜñœïõí åSSíáé óõíåœåSSò:

Èåþñçìá ïìïéüìïñöçò óõíÝœåéáò. ÊÜèå ïëéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ïñSSæåôáé óôï ìïíáäéáSSï óõíåœÝò åSSíáé ïìïéüìïñöá óõíåœÞò.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ï Brouwer Ýöôáóå óôï áðïôÝëåóìá áõôü ìÜëëïí ïäçãïýìåíïò áðü ôç äéáSSóèçóÞ ôïõ ðáñÜ ìå êáèáñÜ ìáèçìáôéêÜ åðéœåéñÞìáôá. Ï Hermann Weyl åSSðå ôá åîÞò óå êÜðïéá äéÜëåîÞ ôïõ, õðåñáóðéæüìåíïò ôï óõíåœÝò ôïõ Brouwer: \ÅSSíáé óáöÝò üôé äåí ìðïñåSS êáíåSSò íá åîçãÞóåé ôçí Ýííïéá ôçò ‘óõíåœïýò óõíÜñôçóçò ó’ Ýíá öñáãìÝíï äéÜóôçìá’ œùñSSò íá ðåñéëÜâåé ôçí ‘ïìïéüìïñöç óõíÝœåéá’ êáé ôçí éäéüôçôá ôïõ öñáãìÝíïõ óôïí ïñéóìü. ÐÜíù áð’ üëá, äåí ìðïñåSS íá õðÜñîåé Üëëç óõíÜñôçóç ó’ Ýíá óõíåœÝò åêôüò áðü ôéò óõíåœåSSò óõíáñôÞóåéò". ([43], óåë. 379). Ï Brouwer äéÜâáóå êé åðéäïêSSìáóå Ýíôïíá áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò. Ãéá ðïëëÜ œñüíéá ðñïóðáèïýóå íá âñåé ìéá éêáíïðïéçôéêÞ áðüäåéîç ãéá ôï èåþñçìá áõôü. Óôï Üñèñï

36Ôï ðáñÜäåéãìá åSSíáé áðü ôï [50] ôüìïò 1, óåë.14.

37Ç éóïäõíáìSSá ôùí ¬r ≠ 0 êáé r = 0 äåí åSSíáé êáèüëïõ ðñïöáíÞòů Ýœïõìå üôé ç éóüôçôá r = 0

åSSíáé ôçò ìïñöÞò ∀n A(n), êáé ôï A(n) åSSíáé áðïêñSSóéìï Üñá åõóôáèÝò ãéá ôç äéðëÞ Üñíçóç êáé åðéðëÝïí éóœýåé åíïñáôéêÜ ç óõíåðáãùãÞ ¬¬∀nA(n) → ∀n¬¬A(n).

ôïõ \On the domains of de˛nition of functions" ôïõ 1927 [9] äSSíåôáé ç ðéï ðëÞñçò ðáñïõóSSáóç ôùí åðéœåéñçìÜôùí ôïõ. Ç áîSSá áõôÞò ôïõ ôçò ðñïóðÜèåéáò âñSSóêåôáé åêôüò ôùí Üëëùí êáé óôï ãåãïíüò üôé ìÝóá óôçí áðüäåéîç, êõñSSùò óôçí ôåëéêÞ ôçò åêäïœÞ, œñçóéìïðïéïýíôáé êáèáñÜ êé Ýôóé ãSSíïíôáé ïñáôÝò, ïé äýï œáñáêôçñéóôéêÝò áñœÝò ôçò åíïñáôéêÞò áíÜëõóçò ðïõ ãé’ áõôÝò èá ìéëÞóïõìå ðéï êÜôù, áí êáé üœé ñçôÜ óáí áñœÝò, ðáñÜ ìüíï óáí öõóéïëïãéêÝò áðüññïéåò ôçò åíïñáôéêÞò ïðôéêÞò.

4.3.3. Ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò (Fan Theorem). Ôï èåþñçìá ïìïéüìïñöçò óõíÝœåéáò Þñèå óáí óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò âåíôÜëéáò, üðùò ï Brouwer ôo áðïêáëïýóå.

Ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò. Áí óå êÜèå óôïéœåSSï ¸ åíüò ðä-éóôïý áðïäSSäåôáé Ýíáò áñéèìüò b_¸, ôüôå ìðïñåSS íá âñåèåSS Ýíáò áñéèìüò z ôÝôïéïò þóôå ï b_¸ íá êáèïñSSæåôáé ðëÞñùò áðü ôéò ðñþôåò z ôéìÝò ôïõ ¸.

ÁõôÞ ç åêäïœÞ ôïõ èåùñÞìáôïò äåí éóœýåé êëáóéêÜ, ç áðüäåéîÞ ôçò œñçóéìïðïéåSS ôçí (êëáóéêÜ óùóôÞ) áíÜóôñïöç åðáãùãÞ áëëÜ êáé ôçí êëáóéêÜ åóöáëìÝíç åíïñáôéêÞ áñœÞ^{38} ôçò óõíÝœåéáòů åSSíáé ç ìïñöÞ ðïõ ï Brouwer ðñïôéìïýóå.

ÌSSá äéáöïñåôéêÞ åêäïœÞ ôïõ èåùñÞìáôïò áðïäåéêíýåôáé ìüíï áðü ôçí áñœÞ ôçò áíÜóôñïöçò åðáãùãÞò êáé åSSíáé êëáóéêÜ óùóôÞ. Ó’ áõôÞ ôçí åêäïœÞ, ôï èåþñçìá ëÝåé üôé áí, ãéá ôïí äïóìÝíï ðä-éóôü õðÜñœåé Ýíá áðïêñSSóéìï óýíïëï êüìâùí Â ôÝôïéï þóôå êÜèå êëáäSS ¸ íá óõíáíôÜåé ôï B (Ýíá ôÝôïéï B ëÝãåôáé öñÜãìá (bar)), ôüôå õðÜñœåé Ýíáò áñéèìüò z ôÝôïéïò þóôå êÜèå êëáäSS íá óõíáíôÜåé ôï öñÜãìá óå ìÞêïò ôï ðïëý z. ÁíáöÝñïõìå êáé áõôÞ ôçí åêäïœÞ, ãéáôSS ôï ËÞììá ôïõ K-onig (êÜèå Üðåéñï äÝíôñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò Ýœåé Ýíá Üðåéñï êëáäSS) åSSíáé Ýíá êëáóéêü áíôéóôñïöïáíôSSèåôü ôçò.

Ïðùò óçìåéþíåé ï van Dalen óôï [12], \åSSíáé Ýíá åíäéáöÝñïí éóôïñéêü áîéïðåñSSåñãï üôé ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò ðñïçãÞèçêå áðü ôï ðïëý ãíùóôüôåñï áíôéóôñïöïáíôSSèåôü ôïõ: ôï ëÞììá áðåSSñïõ ôïõ Ê-onig [Ê-onig 1926] ... Ôï ëÞììá áðåSSñïõ äåí åSSíáé êáôáóêåõáóôéêÜ Ýãêõñï. ÌSSá åíäéáöÝñïõóá ðáñáôÞñçóç åSSíáé üôé áõôü äéáøåýäåé ôç äçìïöéëÞ Üðïøç üôé ïé êáôáóêåõáóôéêÝò áðïäåSSîåéò êáé ôá èåùñÞìáôá åSSíáé ðÜíôá ìåôáãåíÝóôåñåò âåëôéþóåéò êëáóéêþí èåùñçìÜôùí."

4.3.4. Ôï èåþñçìá ôïõ öñÜãìáôïò (Bar Theorem). Ãéá íá áðïäåSSîåé ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò, ï Brouwer Ýäùóå ðñþôá ìSSá ðåñSSðëïêç áðüäåéîç, ðïõ ëSSãï áðåSSœå áðü ìSSá ìåôáìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç, áõôïý ðïõ áñãüôåñá áðïêáëïýóå Èåþñçìá ôïõ ÖñÜãìáôïò, üðïõ åîÝôáæå ôç äïìÞ ôçò áðüäåéîçò ðñïôÜóåùí óõãêåêñéìÝíùí ìïñöþí. Áñãüôåñá üìùò, üðùò öáSSíåôáé óå ìSSá õðïóçìåSSùóç óôï Üñèñï ôïõ 1927 [9], óõíåéäçôïðïSSçóå üôé áõôü ðïõ œñçóéìïðïéåSS åSSíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìSSá áñœÞ åðáãùãÞò êÜðïéïõ åSSäïõò. ÌSSá äéáôýðùóç áõôÞò ôçò áñœÞò åSSíáé ç áêüëïõèç:

Èåþñçìá ôïõ ÖñÜãìáôïò. Åóôù üôé ï êáèïëéêüò éóôüò ðåñéÝœåé Ýíá áðïêñSSóéìï öñÜãìá A êáé X åSSíáé Ýíá óýíïëï êüìâùí ðïõ éêáíïðïéåSS ôá i) A ⊂ X êáé (ii) áí üëïé ïé Üìåóïé äéÜäïœïé åíüò êüìâïõ n áíÞêïõí óôï X, ôüôå êáé ï n áíÞêåé óôïXů ôüôå Ýðåôáé üôé ç êåíÞ áêïëïõèSSá (ç ñSSæá ôïõ êáèïëéêïý éóôïý) áíÞêåé óôï X.

Ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé áõôÞ ç áñœÞ äSSíåé ôç äõíáôüôçôá íá áîéïðïéçèïýí éäéüôçôåò ðïõ Ýœïõí ïé áêïëïõèSSåò öõóéêþí áñéèìþí ðáñÜ ôïí áíïëïêëÞñùôï œáñáêôÞñá ôïõò, óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ïé éäéüôçôåò áõôÝò ìðïñïýí íá äéáðéóôùèïýí óå êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï óôÜäéï ôçò äéáäéêáóSSáò ãÝíåóçò ôçò áêïëïõèSSáò. Óå êÜèå

38Ïé áíáöåñüìåíåò áñœÝò èá ðáñïõóéáóôïýí óôç óõíÝœåéá.

ðåñSSðôùóç âÝâáéá ç õðüèåóç ôçò ýðáñîçò åíüò öñÜãìáôïò óôïí êáèïëéêü éóôü äåí åSSíáé êáèüëïõ ôåôñéììÝíçů ãéá íá ôï áíôéëçöèïýìå áõôü, áñêåSS íá óêåöôïýìå üôé ôï óýíïëï ôùí êüìâùí üðïõ êÜèå êëáäSS óõíáíôÜåé ôï öñÜãìá ãéá ðñþôç öïñÜ ìðïñåSS íá åSSíáé ôüóï \ìáêñý" üóï ïðïéïóäÞðïôå Üðåéñïò áñéèìÞóéìïò äéáôáêôéêüò áñéèìüò. Áí êáé ç áñœÞ áõôÞ öáSSíåôáé íá óõíäÝåôáé óôåíÜ ìå ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ, óõìâáSSíåé íá åSSíáé ìSSá êëáóéêÜ Ýãêõñç áñœÞ.

4.3.5. Ç áñœÞ ôçò óõíÝœåéáò. Ïôáí ï Brouwer áðïäåSSêíõå üôé ï êáèïëéêüò éóôüò äçìéïõñãåSS ìç áñéèìÞóéìï ðëÞèïò óôïéœåSSùí, œñçóéìïðïSSçóå Ýíá êáéíïýñãéï åðéœåSSñçìá, åîáéñåôéêÞò áðëüôçôáò, áíôSS ãéá ôï äéáãþíéï åðéœåSSñçìá ôïõ Cantor. Ôï åðéœåSSñçìá Þôáí ôï åîÞò: áò õðïèÝóïõìå üôé Ýœïõìå ìSSá óõíÜñôçóç áðü ôïí êáèïëéêü éóôü óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, êáé Ýóôù b ç ôéìÞ ôçò áêïëïõèSSáò ¸. ÊáôáóêåõáóôéêÜ, áõôü ôï b èá ðñÝðåé íá õðïëïãSSæåôáé áðü ôéò ðñþôåò y ôéìÝò ôçò ¸, ãéá êÜðïéï y. ÁëëÜ ôüôå ç áêïëïõèSSá ˛ ìå ôïõò SSäéïõò ðñþôïõò y üñïõò êáé äéáöïñåôéêü ôïí y + 1-ïóôü, èá ðÜñåé ôçí SSäéá ôéìÞ ìå ôçí ¸. ÅðïìÝíùò åSSíáé áäýíáôï íá áðåéêïíéóôåSS ìå 1-1 ôñüðï ï êáèïëéêüò éóôüò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.

Ç ïõóSSá ôïõ åðéœåéñÞìáôïò áõôïý åSSíáé ç áñœÞ ôçò óõíÝœåéáò, ç ïðïSSá Ýðáéîå êñSSóéìï ñüëï óôéò áðïäåSSîåéò ôùí ðñïçãïýìåíùí èåùñçìÜôùí. Óýìöùíá ìå áõôÞí, ãéá íá ïñSSæåôáé ìSSá óõíÜñôçóç ó’ Ýíáí éóôü, ðñÝðåé ç ôéìÞ óå êÜèå áêïëïõèSSá-üñéóìá íá êáèïñSSæåôáé ìüíï áðü Ýíá áñœéêü ôìÞìá ôçò áêïëïõèSSáò. Áõôüò åSSíáé ï ôñüðïò ðïõ ç óýãêñïõóç áíÜìåóá óôçí áêáèüñéóôç öýóç ôùí áêïëïõèéþí åðéëïãþí êáé ôïí êáôáóêåõáóôéêü œáñáêôÞñá ìéáò óõíÜñôçóçò ðÜíù ó’ áõôÝò ëýèçêå áðü ôïí Brouwer. Åôóé, ç áñœÞ áõôÞ åîáóöáëSSæåé üôé êÜèå ïëéêÞ óõíÜñôçóç åSSíáé óõíåœÞò. ÌðïñåSS åðSSóçò íá ãåíéêåõôåSS óå óõíáñôÞóåéò ìå ôéìÝò áêïëïõèSSåò. ÅSSíáé ç ìïíáäéêÞ ãíÞóéá åíïñáôéêÞ áñœÞ ôùí ìáèçìáôéêþí ôïõ Brouwer, Ýñœåôáé óå áíôSSöáóç ìå ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ, êé Ýôóé ôá ìáèçìáôéêÜ ðïõ âáóSSæïíôáé ó’ áõôÞí åSSíáé äéáöïñåôéêÜ, áðïêëSSíïõí áðü ôá êëáóéêÜ.

4.3.6. Áëëåò ìáèçìáôéêÝò áñœÝò. ÅSSíáé âÝâáéï üôé ï Brouwer Ýâëåðå ôï ãåíéêü áîSSùìá åðéëïãÞò óáí åîüœùò ìç êáôáóêåõáóôéêü. Ïìùò äéÜöïñåò áñéèìçôéêÝò ìïñöÝò ôïõ ðñïêýðôïõí ìå åõèý ôñüðï áðü ôï ðùò ãSSíïíôáé áíôéëçðôÝò åíïñáôéêÜ ïé õðáñîéáêÝò êáé êáèïëéêÝò ðñïôÜóåéò. Èá óõæçôÞóïõìå ãé’ áõôÝò óôçí ðáñïõóSSáóç åíüò ôõðéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ ðñïôÜèçêå ãéá ôçí áíÜëõóç ôïõ Brouwer.

4.4. FIM: Ýíá ôõðéêü óýóôçìá ãéá ôçí åíïñáôéêÞ áíÜëõóç. Ç áîéùìáôéêïðïSSçóç ôùí åíïñáôéêþí ìáèçìáôéêþí áðü ôïí Heyting óôï êëáóéêü ôïõ Ýñãï [19, 20, 21] ðåñéëÜìâáíå êáé ôç èåùñSSá óõíüëùí, ìå ôñüðï üìùò ðïõ, üðùò ðáñáôçñåSS ï Kleene, åìðüäéæå ôç óýãêñéóç ìå ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ. Ôï Ýñãï ôùí Kleene êáé Vesley \The Foundations of Intuitionistic Mathematics" [30] ðïõ åêäüèçêå ôï 1965, Þôáí ôï åðéóôÝãáóìá ôçò Ýñåõíáò ðïëëþí œñüíùí. ÅêåSS åêôSSèåôáé Ýíá ôõðéêü óýóôçìá ãéá Ýíá êïììÜôé ôùí åíïñáôéêþí ìáèçìáôéêþí, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôç èåùñSSá óõíüëùí ôïõ Brouwer åêôüò áðü ôç èåùñSSá ôùí åéäþí (species) áíþôåñçò ôÜîçò, áõôü ðïõ ï Kleene áðïêáëåSS åíïñáôéêÞ áíÜëõóç, ôï ôõðéêü óýóôçìá FIM. Ç ãëþóóá ðïõ œñçóéìïðïéåSSôáé åSSíáé ç SSäéá êáé ãéá Ýíá ôõðéêü óýóôçìá ãéá ôçí êëáóéêÞ áíÜëõóç. ÁíôSSèåôá ìå ôá åíïñáôéêÜ ëïãéêÜ óõóôÞìáôá êáé ôçí áñéèìçôéêÞ Heyting, ç åíïñáôéêÞ áíÜëõóç äåí áðïôåëåSS õðïèåùñSSá ôçò êëáóéêÞò, áëëÜ ìSSá äéáöïñåôéêÞ èåùñSSá ãéá ôçí áíÜëõóç, ðñÜãìá áíáìåíüìåíï óýìöùíá ìå ôá üóá åêèÝóáìå. Ôï FIM üìùò åìðåñéÝœåé Ýíá õðïóýóôçìá, ôï âáóéêü óýóôçìá B, ôï ïðïSSï áðïôåëåSS ôï êïéíü ôìÞìá ôçò êëáóéêÞò êáé ôçò åíïñáôéêÞò áíÜëõóçò. Áðü ôï B, ìå ôçí ðñïóèÞêç ôïõ Œ10^c (ôçò áñœÞò ôçò äéðëÞò Üñíçóçò), ðñïêýðôåé ôï áíôSSóôïéœï êëáóéêü óýóôçìá, åíþ ìå ôçí ðñïóèÞêç åíüò áîéþìáôïò, ðïõ åêöñÜæåé ôçí êëáóéêÜ åóöáëìÝíç áñœÞ ôçò óõíÝœåéáò, ðñïêýðôåé ôï åíïñáôéêü óýóôçìá (ãéá ôçí áíÜëõóç) FIM.

Ç ãëþóóá ôïõ FIM åSSíáé ìSSá åêäïœÞ ðñùôïâÜèìéáò ãëþóóáò äýï åéäþí ìå éóüôçôá, êáôÜëëçëçò ãéá ìSSá ôõðéêÞ èåùñSSá ãéá ôéò áêïëïõèSSåò åðéëïãþí (óõíáñôÞóåéò áðï ôï ! óôï !) êáé (áíáäñïìéêÜ) óõíáñôçóïåéäÞ ðÜíù ó’ áõôÝò: Ýœåé áôïìéêÝò ìåôáâëçôÝò äýï åéäþí, áñéèìçôéêÝò, a,b,c,. . . ,x,y,z, . . . , êáé óõíáñôçóéáêÝò, á,â,ã,. . . , êáèþò êáé ïñéóìÝíåò óõíáñôçóéáêÝò óôáèåñÝò, ôéò f_0; : : : ; f_{24}; ãéá ôï ìçäÝí, ôïí åðüìåíï, ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, áëëÜ êáé Üëëåò, üðùò áõôÝò ãéá ôïí ðñïçãïýìåíï, ôï õðüëïéðï êáé ôï ðçëSSêï ôçò äéáSSñåóçòů êÜèå ìéá ôïõò Ýœåé k_i áñéèìïýò êáé l_i óõíáñôÞóåéò áðï ôï ! óôï ! óáí ïñSSóìáôá, áíôSSóôïéœá, êáé åSSíáé üëåò (ðñùôïãåíþò) áíáäñïìéêÝò. Ç åðéëïãÞ áõôÞ äåí åSSíáé ìïíáäéêÞ, Ýœåé ãSSíåé ãéá åõêïëSSá óôçí áíÜðôõîç ôçò èåùñSSáò áðü ôïí Kleene.^{39} Áêüìç, óôá óýìâïëá ôçò ãëþóóáò ðåñéëáìâÜíåôáé êáé ôï – ôïõ Church.

Åêôüò áðü ôïõò üñïõò, ðïõ åSSíáé ïé ôõðéêÝò åêöñÜóåéò ôïõ FIM ãéá ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, óôï óýóôçìá áõôü õðÜñœïõí êáé ôõðéêÝò åêöñÜóåéò ãéá (ïëéêÝò) óõíáñôÞóåéò áðü ôï ! óôï !, ïé óõíáñôçôÝò (functors). Ïé äýï Ýííïéåò ïñSSæïíôáé ôáõôüœñïíá åðáãùãéêÜ:

(i) Ïé áñéèìçôéêÝò ìåôáâëçôÝò åSSíáé üñïé. (ii) Ïé óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò åSSíáé óõíáñôçôÝò.

(iii) Ãéá êÜèå i = 0; : : : ; 24, áí k_i = 1 êáé l_i = 0, ôüôå ï f_i åSSíáé óõíáñôçôÞò. (iv) Ãéá êÜèå i = 0; : : : ; 24, áí t_1; : : : ; t_{ki} åSSíáé üñïé êáé u_1; : : : ; u_{li} åSSíáé óõíáñôçôÝò, ôüôå ï f_i(t_1; : : : ; t_{ki} ; u_1; : : : ; u_{li} ) åSSíáé üñïò.

(v) Áí ï u åSSíáé óõíáñôçôÞò êáé ï t üñïò, ôüôå ï (u)(t) åSSíáé üñïò. (vi) Áí ç x åSSíáé áñéèìçôéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé ï t üñïò, ôüôå ï –x t åSSíáé óõíáñôçôÞò.

(vii) ÌSSá Ýêöñáóç åSSíáé üñïò Þ óõíáñôçôÞò áí êáé ìüíï áí ðñïêýðôåé áðü ôá (i){ (vi).

Ïé áôïìéêïSS ôýðïé åSSíáé êáé åäþ ïé åêöñÜóåéò ôçò ìïñöÞò s = t, üðïõ ï s êáé ï t åSSíáé üñïéů ç éóüôçôá óõíáñôçôþí üìùò äåí åSSíáé áôïìéêüò ôýðïò, áëëÜ ïñSSæåôáé: u = v ≡ ∀x (u(x) = v(x)); üðïõ ç x äåí åìöáíSSæåôáé åëåýèåñç óôïõò u, v. Ïé ôýðïé óœçìáôSSæïíôáé üðùò óõíÞèùò, ìå ôç äéáöïñÜ üôé åäþ ïé ðïóïäåSSêôåò œñçóéìïðïéïýíôáé êáé ãéá ôéò óõíáñôçóéáêÝò ìåôáâëçôÝò, Ýôóé ïé ∀áA, ∃áA åSSíáé ôýðïé.

Ïé åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò åìöáíSSóåéò ìåôáâëçôþí ïñSSæïíôáé üðùò óõíÞèùò, áëëÜ óôïõò ôåëåóôÝò ðïõ äåóìåýïõí (áñéèìçôéêÝò) ìåôáâëçôÝò áíÞêåé ôþñá êáé ôï – ôïõ Church.

Ïóï ãéá ôá áîéþìáôá êáé ôïõò áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò ôïõ óõóôÞìáôïò, ðñþôáðñþôá ðåñéëáìâÜíïõí ôá Œ1 - Œ12 êáé ôïõò R1 - R3 (ãéá ôç ãëþóóá ôïõ FIM) êáèþò êáé ôá ðáñáêÜôù, ìå ôéò áíÜëïãåò óõíèÞêåò ãéá ôçí áíôéêáôáóôáóéìüôçôá êáé ôéò äåóìåýóåéò ôùí ìåôáâëçôþí, üðïõ ï u åSSíáé óõíáñôçôÞò:

X13. ∀á A(á) → A(u). X14. A(u) → ∃áA(á).

R4. Áðü ôïí C → A(á), óõìðåñáSSíïõìå ôïí C → ∀á A(á). R5. Áðü ôïí A(á) → C, óõìðåñáSSíïõìå ôïí ∃á A(á) → C.

39Ï ðëÞñçò êáôÜëïãïò ôùí óõíáñôçóéáêþí óôáèåñþí âñSSóêåôáé óôï [30] êáé åSSíáé áíïéœôüò,

êáèþò áöÞíåôáé ç äõíáôüôçôá íá åðåêôåSSíåôáé üôáí ç áíÜðôõîç ôçò èåùñSSáò ôï õðïäåéêíýåé, óå óõìöùíSSá åî Üëëïõ ìå ôï ðíåýìá ôïõ Brouwer. Åôóé, óôï [31] ðñïóôSSèåíôáé Üëëåò äýï.

Ôá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò ŒÅ1 - ŒÅ3 êáé ôá áîéþìáôá ôçò áñéèìçôéêÞò ŒInd êáé ŒÍ1 - ŒÍ7 ðåñéëáìâÜíïíôáé êé áõôÜ, üðïõ âÝâáéá ïé x, y, z åSSíáé áñéèìçôéêÝò ìåôáâëçôÝò. Ôá áîéþìáôá ðïõ áöïñïýí óõíáñôÞóåéò åSSíáé ðñþôá-ðñþôá ïé ïñéóìïSS ôùí óõíáñôçóéáêþí óôáèåñþí f_0; : : : ; f_{24}; ðïõ åSSíáé ôýðïé ðïõ áðïäSSäïõí ôïõò áíôSSóôïéœïõò ñçôïýò Þ áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò, êáèþò êáé ôá:

XF1. (–x r(x))(t) = r(t): XF2. a = b → á(a) = á(b):

XF3. ∀x ∃á A(x; á) → ∃á ∀x A(x; –y á(2^x · 3^y));

üðïõ ïé r(x), t åSSíáé üñïé, ç x áñéèìçôéêÞ ìåôáâëçôÞ áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí r(x), ï Á(x, á) ôýðïò ìå ôçí x åëåýèåñç ãéá ôçí á.

Ôï XF1 åSSíáé ç ˛-áíáãùãÞ ôïõ ë-ëïãéóìïýů ôï XF3 åSSíáé ìSSá áñœÞ áñéèìÞóéìçò åðéëïãÞò, ðïõ åSSíáé åíïñáôéêÜ áðïäåêôÞ, üðùò öáSSíåôáé áí óêåöôïýìå ôïí ôñüðï ðïõ åñìçíåýïíôáé åíïñáôéêÜ ïé ðïóïäåSSêôåò.

Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ êáé ôï œåéñéóìü ôùí áêïëïõèéþí åðéëïãþí óôï FIM œñçóéìïðïéïýíôáé ïé áñéèìïSS áêïëïõèéþí (sequence numbers), ðïõ êùäéêïðïéïýí áñœéêÜ ôìÞìáôá áêïëïõèéþí öõóéêþí áñéèìþí ùò åîÞò: ïé x ðñþôåò ôéìÝò ìSSáò áêïëïõèSSáò ¸ äSSíïíôáé áðü ôï ¸(x), üðïõ

¸(0) = 1 êáé ¸(x + 1) = p^{¸(0)+1}_0 · : : : · p^{¸(x)+1}_x ;

üðïõ p_0; p_1; : : : ïé ðñþôïé áñéèìïSS óôç öõóéêÞ ôïõò äéÜôáîç. Ç êùäéêïðïSSçóç áõôÞ ìðïñåSS íá ãSSíåé óôï ôõðéêü óýóôçìá áíÜëïãá ìå ôçí áñéèìçôéêÞ, êé áêüìç ìðïñåSS íá ïñéóôåSS ôï ôõðéêü êáôçãüñçìá Seq(a) ðïõ åêöñÜæåé üôé Ýíáò áñéèìüò åSSíáé áñéèìüò áêïëïõèSSáò, êáèþò êáé ç ðñÜîç a ∗ b = a · ∏ i<lh(b) p

(b)_i lh(a)+i

40 ôçò ðáñÜèåóçò (concatenation) áíÜìåóá óå áñéèìïýò áêïëïõèéþí. Ì’ áõôÜ ïõóéáóôéêÜ ôá åñãáëåSSá, ãSSíåôáé äõíáôÞ ç äéáôýðùóç óôï FIM ôùí œáñáêôçñéóôéêþí áñœþí ôùí ìáèçìáôéêþí ôïõ Brouwer ãéá ôéò áêïëïõèSSåò åðéëïãþí.

Ç ìáèçìáôéêÞ áñœÞ ðïõ ï Brouwer ðñïóðÜèçóå íá áðïäþóåé ìå ôï Èåþñçìá ôïõ ÖñÜãìáôïò, åéóÜãåôáé óôï FIM ìå ôï ÁîSSùìá ôçò ÁíÜóôñïöçò ÅðáãùãÞò (Bar Induction):

BI : ∀a [ Seq(a) → R(a) ∨ ¬R(a) ] & ∀á ∃x R(á(x)) & ∀a [ Seq(a) & R(a) → A(a) ] & ∀a [ Seq(a) & ∀s A(a ∗ 2^{s+1}) → A(a) ] → A(1):

Ãéá ôçí åðéëïãÞ áõôïý ôïõ óœÞìáôïò áðü ôïí Kleene, ìðïñïýìå íá óçìåéþóïõìå ôá åîÞò:

Ïé éäéüôçôåò ôùí áêïëïõèéþí åðéëïãþí ðïõ åíäéáöÝñïõí óôá åíïñáôéêÜ ðëáSSóéá, åSSíáé åêåSSíåò ðïõ äéáðéóôþíïíôáé ìå âÜóç êÜðïéï áñœéêü ôìÞìá ôçò êÜèå áêïëïõèSSáò åðéëïãþí, åSSíáé äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò ∃xR(¸(x)), üðïõ R(a) åSSíáé áñéèìçôéêü êáôçãüñçìá, áðïêñSSóéìï ôïõëÜœéóôïí ãéá ôïõò áñéèìïýò áêïëïõèéþí. Ç BI åêöñÜæåé ôçí åîÞò áñœÞ åðáãùãÞò ãéá éóôïýò (äÝíôñá) óôïõò ïðïSSïõò õðÜñœåé Ýíá áðïêñSSóéìï öñÜãìá: áí (i) ç A(a) åSSíáé éäéüôçôá ðïõ ôçí Ýœïõí ïé áñéèìïSS áêïëïõèéþí, ïé ïðïSSïé Ýœïõí ôçí éäéüôçôá R(a) êáé (ii) ç A(a) äéáäSSäåôáé åðáãùãéêÜ, ìå ôçí Ýííïéá üôé,

40Ôï lh(a) åêöñÜæåé ôï ìÞêïò ôçò áêïëïõèSSáò ðïõ êùäéêïðïéåSSôáé áðü ôï a êáé ôï (a) i ôçí i-ðñïâïëÞ.

ãéá êÜèå áñéèìü áêïëïõèSSáò a, áí éóœýåé Þäç^{41} ç Á(a ∗ 2^{s+1}) ãéá êÜèå s, ôüôå éóœýåé êáé ç A(a), óõìðåñáSSíïõìå üôé éóœýåé ç A(1), üðïõ ôï 1 åSSíáé ï êùäéêüò ôçò êåíÞò áêïëïõèSSáò.

Ç R(a) ðáSSæåé ôï ñüëï ôïõ öñÜãìáôïòů ç ìïñöÞ áõôÞ ôïõ áîéþìáôïò ìåñéìíÜ ìüíï ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ êáèïëéêïý éóôïý, üìùò ç Ýííïéá ôïõ éóôïý ïñSSæåôáé êé áõôÞ óôï FIM, êáé ç ãåíéêüôåñç áñœÞ áðïäåéêíýåôáé áðü áõôÞí.

Ôï óçìáíôéêü èåþñçìá ôçò ÂåíôÜëéáò, ôõðéêÜ äéáôõðùìÝíï, áðïäåéêíýåôáé óôï FIM œñçóéìïðïéþíôáò ôçí BI.

Ç BI áðïäåéêíýåôáé êëáóéêÜ (êáé œùñSSò ôïí ðåñéïñéóìü ôçò áðïêñéóéìüôçôáò ãéá ôï R(a), ðïõ äåí Ýœåé óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ íüçìá)ů ìáæSS ìå üëá ôá ðñïçãïýìåíá áîéþìáôá êáé êáíüíåò, áðïôåëåSS ôï âáóéêü óýóôçìá B.

Ôï åðüìåíï êáé ôåëåõôáSSï áîSSùìá åêöñÜæåé ôçí êëáóéêÜ åóöáëìÝíç áñœÞ ôçò óõíÝœåéáò. Ãéá ôç äéáôýðùóç ôçò áñœÞò ôçò óõíÝœåéáò óôï FIM, ï Kleene áíáöÝñåé ðùò ï Brouwer, Þäç, ìéëþíôáò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ôéìÞò b ãéá êÜðïéá óõíÜñôçóç ¸, œñçóéìïðïSSçóå ôçí Ýêöñáóç \ï áëãüñéèìïò ôïõ íüìïõ óõóœÝôéóçò". ÐáSSñíïíôáò óïâáñÜ áõôÞ ôçí Ýêöñáóç êáé ìå ôá åîÞò åðéœåéñÞìáôá:

ðñþôïí, ï áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý ôçò ôéìÞò b ðñÝðåé (i) ãéá êÜèå áñœéêü ôìÞìá ¸(0); : : : ; ¸(y − 1) ìéáò áêïëïõèSSáò åðéëïãþí ¸, íá áðïöáóSSæåé áí åðáñêïýí ïé ôéìÝò áõôÝò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ bů (ii) áí ç áðÜíôçóç åSSíáé \íáé", íá õðïëïãSSæåé ôï b, êáé äåýôåñïí, ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýí íá áðïäïèïýí áðü ìSSá óõíÜñôçóç fi, ðïõ äñá ðÜíù óôïõò áñéèìïýò áêïëïõèéþí ¸(y) êáé: ðáñáìÝíåé 0 üóï ï áëãüñéèìïò äåí áðáíôÜåé \íáé", åíþ, ôçí ðñþôç öïñÜ ðïõ èá äïèåSS áðÜíôçóç \íáé", ôüôå èá ãSSíåé fi(¸(y)) = b+1 (œùñSSò ðñüâëçìá, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé, áìÝóùò ìåôÜ, ç fi ãSSíåôáé 0, þóôå íá éóœýåé ∀t ∃! y fi(¸(y)) > 0), ï Kleene ðñüôåéíå ôçí áêüëïõèç ôõðéêÞ ìïñöÞ ôçò áñœÞò ôçò óõíÝœåéáò (Brouwer’s principle):

BP : ∀á ∃â A(á,â) → ∃ô∀á [∀t ∃!y ô(2^{t+1} ∗ á(y)) > 0 & ∀â [∀t ∃y ô(2^{t+1} ∗ á(y)) = â(t) + 1 → A(á,â) ] ]:

Ç áñœÞ áõôÞ åSSíáé åóöáëìÝíç ãéá ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï [30] óåë. 84, äSSíåôáé áð’ áõôÞí ç ôõðéêÞ áðüäåéîç ôïõ

⊢ ¬∀á(∀x á(x) = 0 ∨ ¬∀x á(x) = 0);

ðïõ äåSSœíåé êáé ôçí áíáðïêñéóéìüôçôá ôçò éóüôçôáò áêïëïõèéþí åðéëïãþí, êáé óôç óõíÝœåéá äSSíåôáé ìSSá ôõðéêÞ áðüäåéîç ôçò Üñíçóçò ôçò êáèïëéêÞò êëåéóôüôçôáò ìSSáò åéäéêÞò ðåñSSðôùóçò ôçò áñœÞò ôïõ åëÜœéóôïõ öõóéêïý áñéèìïý.

Åêôüò áðü áõôÜ, óôï ôñSSôï êåöÜëáéï ôïõ [30] ðáñïõóéÜæåôáé áðü ôïí R.E.Vesley ç åíïñáôéêÞ èåùñSSá ôïõ óõíåœïýò óôá ðëáSSóéá ôïõ ôõðéêïý óõóôÞìáôïò FIM. ÏñSSæïíôáé ïé ðñáãìáôéêïSS áñéèìïSS ìå ôçí ôõðïðïSSçóç ôçò Ýííïéáò ôùí ãåííçôüñùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí êáé áðïäåéêíýåôáé ôï èåþñçìá ïìïéüìïñöçò óõíÝœåéáò. Óôï ôÝôáñôï êáé ôåëåõôáSSï êåöÜëáéï, ï Kleene ðñáãìáôåýåôáé ôõðéêÜ ôï æÞôçìá ôçò äéÜôáîçò ôùí ðñáãìáôéêþí. Åôóé Ýíá óçìáíôéêü ôìÞìá ôùí ìáèçìáôéêþí ôïõ Brouwer áðåéêïíSSæåôáé éäéáSSôåñá ðéóôÜ ìÝóá ó’ áõôü ôï ôõðéêü óýóôçìá.

41Ìå êáôåýèõíóç áðü ôï öñÜãìá ðñïò ôç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ, áð’ üðïõ êáé ç ïíïìáóSSá áíÜóôñïöç

åðáãùãÞ.

4.5. Ç åñìçíåSSá ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò ãéá ôï óýóôçìá FIM. Áíáðôýóóïíôáò ôçí SSäéá âáóéêÞ éäÝá ôçò áñéèìçôéêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò, óôï SSäéï Ýñãï ï Kleene äSSíåé ìSSá åñìçíåSSá ãéá ôçí åíïñáôéêÞ áíÜëõóç, åîáóöáëSSæïíôáò ðñþôá-ðñþôá ôç óõíÝðåéá ôïõ óõóôÞìáôïò. Åäþ, Ýœïõìå ðñïôÜóåéò áò ðïýìå ôçò ìïñöÞò ∃˛ A(˛), üðïõ ç ˛ åSSíáé ìSSá óõíáñôçóéáêÞ ìåôáâëçôÞ, ïðüôå ðñÝðåé íá ìðïñåSS íá äïèåSS ìSSá óõíÜñôçóç ˛ êáé ï ôñüðïò íá åðáëçèåõôåSS ôï A(˛). Ôá êáôÜëëçëá áíôéêåSSìåíá ãéá ôçí ðñáãìáôïðïSSçóç ôýðùí åSSíáé ôþñá, üœé ïé öõóéêïSS áñéèìïSS, áëëÜ ïé áñéèìçôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìSSáò (áñéèìçôéêÞò) ìåôáâëçôÞò. Ï âáóéêüò ìçœáíéóìüò ðïõ ï Kleene åðéíüçóå åSSíáé, óå áíáëïãSSá ìå ôçí êùäéêïðïSSçóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí ìÝóù öõóéêþí áñéèìþí, ç êùäéêïðïSSçóç ôùí (óõíåœþí) óõíáñôçóïåéäþí F : !^! → !^! ìÝóù óõíáñôÞóåùí fi : ! → !. Åôóé üñéóå ôçí ìåñéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç {fi}[¸] äýï óõíáñôçóéáêþí ìåôáâëçôþí fi êáé ¸, ç ïðïSSá õðïëïãSSæåé ôï óõíáñôçóïåéäÝò ðïõ êùäéêïðïéåSSôáé áðü ôçí fi óôï üñéóìá ¸.

Ï ïñéóìüò ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò åSSíáé åðáãùãéêüò êáé œñçóéìïðïéåSS ôá ðáñáðÜíù.^{42} Ç Ýííïéá ðïõ ïñSSæåôáé åSSíáé ç

› r_Ø E : ç › ðñáãìáôïðïéåSS ôïí E ùò ðñïò Ø;

üðïõ › : ! → !, E ôýðïò, Ø ëSSóôá ìåôáâëçôþí ðïõ ðåñéÝœåé üëåò üóåò åìöáíSSæïíôáé åëåýèåñåò óôïí E êáé Ø ìSSá áðïôSSìçóç óå áñéèìïýò êáé óõíáñôÞóåéò áðü ôï ! óôï !, ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò ôçò Ø.^{43}

1. › r_Ø P, üðïõ P áôïìéêüò ⇐⇒_{ïñ} ï P áëçèåýåé ùò ðñïò Ø,

äçëáäÞ ï P áëçèåýåé ãéá ôéò ôéìÝò ðïõ ç Ø áðïäSSäåé óôéò ìå- R_P ôáâëçôÝò ôçò Ø.

2. › r_Ø A & B ⇐⇒_{ïñ} (›)_0 r_Ø A êáé (›)_1 r_Ø B: ∧ R 3. › r_Ø A ∨ B ⇐⇒_{ïñ} áí (›(0))_0 = 0 ôüôå (›)_1 r_Ø A êáé áí (›(0))_0 ≠ 0 ôüôå (›)_1 r_Ø B: ∨ R 4. › r_Ø A → B ⇐⇒_{ïñ} ãéá êÜèå ¸ (: ! → !); áí ¸ r_Ø A ôüôå {›}[¸]↓ êáé {›}[¸] r_Ø B: →R 5. › r_Ø ¬A ⇐⇒_{ïñ} ãéá êÜèå ¸; éóœýåé ç Üñíçóç ôïõ ¸ r_Ø A (éóïäýíáìá, áíí › r_Ø (A → 1 = 0), ëüãù ôùí 4 êáé 1: äåí õðÜñœåé ¸ þóôå ¬R ¸ r_Ø 1=0, áöïý 1 = 0 ðÜíôá øåõäÞò áôïìéêüò ôýðïò).

6. › r_Ø ∀x A ⇐⇒_{ïñ} ãéá êÜèå x (∈ !); {›}[x]↓ êáé {›}[x] r_{Ø; x} A; üðïõ x ç ôéìÞ ôïõ x: ∀NR 7. › r_Ø ∃x A ⇐⇒_{ïñ} (›)_1 r_{Ø; (›(0))0} A; üðïõ (›(0))_0 ç ôéìÞ ôïõ x: ∃NR 8. › r_Ø ∀á A ⇐⇒_{ïñ} ãéá êÜèå ¸; {›}[¸]↓ êáé {›}[¸] r_{Ø; ¸} A; üðïõ ¸ ç ôéìÞ ôïõ á: ∀F R 9. › r_Ø ∃á A ⇐⇒_{ïñ} {(›)_0}↓ êáé (›)_1 r_{Ø;{(›)0}} A; üðïõ {(›)_0} ç ôéìÞ ôïõ á: ∃F R

42Œñçóéìïðïéïýíôáé åðSSóçò êáé ïé ïñéóìïSS (ffl) i = ët (ffl(t))_i ãéá i = 0,1, êáé {ffl}[x] = {ffl}[ët x].

43Ìå ↓ óõìâïëSSæïõìå ôï \ïñSSæåôáé".

Åíáò êëåéóôüò ôýðïò E åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò, áí ðñáãìáôïðïéåSSôáé áðü êÜðïéá ãåíéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç › : ! → !. Åíáò áíïéœôüò ôýðïò åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò, áí ç êáèïëéêÞ ôïõ êëåéóôüôçôá åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò ôýðïò.

Ôï êáôÜëëçëï èåþñçìá åãêõñüôçôáò éóœýåé:

Èåþñçìá.(Kleene). Åóôù Ã (ðåðåñáóìÝíç) ëSSóôá ôýðùí êáé Å ôýðïò. Ôüôå, áí Ã ⊢_{FIM} Å êáé ïé ôýðïé ôçò Ã åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïé, ôüôå êáé ï Å åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò.

Ðüñéóìá. Ôï ôõðéêü óýóôçìá FIM åSSíáé óõíåðÝò.

Ïëïêëçñþíïíôáò ôçí ðáñïõóSSáóç ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò, ï Kleene äéáôýðùóå ôçí åéêáóSSá üôé, ìå ôçí ôõðïðïSSçóç ôçò Ýííïéáò áõôÞò êáèþò êáé ôçò (ìïíôåëïèåùñçôéêÞò) áðüäåéîçò ôçò óõíÝðåéáò ôïõ FIM, èá ðñïÝêõðôå ìSSá ìåôáìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç óœåôéêÞò óõíÝðåéáò ôïõ FIM ùò ðñïò ôï âáóéêü óýóôçìá B. Ôï 1969, óôï Ýñãï ôïõ \Formalized recursive functionals and formalized realizability" [31], ðáñïõóSSáóå ìå åîáéñåôéêÞ åõóôïœSSá êáé ëåðôïìÝñåéá ôçí ôõðïðïSSçóç ôçò èåùñSSáò ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôçóïåéäþí ôýðïõ 2 êáé ôçí áíôSSóôïéœç ôõðéêÞ Ýííïéá óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò^{44} êáèþò êáé ìSSáò ðáñáëëáãÞò ôçò, ðñÜãìá ðïõ ôïõ åðÝôñåøå íá åðáëçèåýóåé ôçí åéêáóSSá ôïõ, áëëÜ êáé íá äåSSîåé ôéò éäéüôçôåò ôçò äéÜæåõîçò êáé ôçò ýðáñîçò, êáèþò êáé ìSSá ìïñöÞ ôïõ êáíüíá ôïõ Church, ãéá ôï FIM:

Ðüñéóìá. (i) Áí ⊢_{FIM} A ∨ B; A ∨ B êëåéóôüò ôýðïò, ôüôå ⊢_{FIM} A Þ ⊢_{FIM} B.

(ii) Áí ⊢_{FIM} ∃x A(x); ∃x A(x) êëåéóôüò ôýðïò, ôüôå, ãéá êÜðïéï áñéèìü x, ⊢_{FIM} A(x); üðïõ x ôï øçöSSï ôïõ x.

(iii) Áí ⊢_{FIM} ∃á A(á); ∃á A(á) êëåéóôüò ôýðïò, ôüôå ⊢_{FIM} ∃á_{GR(á)}A(á), üðïõ GR(á) åSSíáé ôõðéêü êáôçãüñçìá ðïõ åêöñÜæåé üôé ç óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåôáé áðü ôçí á åSSíáé ãåíéêÞ áíáäñïìéêÞ.

Ï Troelstra ôï 1973 œáñáêôÞñéóå ôç óõíáñôçóéáêÞ ðñáãìáôïðïSSçóç œñçóéìïðïéþíôáò ôï óœÞìá GC_1, ìSSá ãåíSSêåõóç ôçò áñœÞò ôçò óõíÝœåéáò BP.^{45}

4.6. ÓœåôéêïðïéçìÝíåò êáé ôñïðïðïéçìÝíåò Ýííïéåò ðñáãìáôïðïSSçóçò. Ï Kleene üñéóå óœåôéêïðïéÞóåéò ôçò áñœéêÞò Ýííïéáò ôçò óõíáñôçóéáêÞò ðñáãìáôïðïSSçóçò ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò. Áí Φ åSSíáé ìSSá êëÜóç áñéèìïèåùñçôéêþí óõíáñôÞóåùí êëåéóôÞ ãéá ôï \ áíáäñïìéêÞ ùò ðñïò", ôüôå ãéá Θ; Ψ ⊆ Φ êáé " ∈ Φ ç Ýííïéá \ç " Φ/ðñáãìáôïðïéåSS-Ψ ôï E" ïñSSæåôáé óáí \ç " ðñáãìáôïðïéåSS-Ψ ôï E" åêôüò áðü ôï üôé óôïõò êáíüíåò 4, 5 êáé 8, ôï ¸ ðåñéïñSSæåôáé óôçí Φ.

Ôüôå ï E åSSíáé Φ/ðñáãìáôïðïéÞóéìïò/Θ áí ãéá êÜðïéá " áíáäñïìéêÞ ùò ðñïò Θ: ç " Φ/ðñáãìáôïðïéåSS-Ψ ôï ∀E. Ôï èåþñçìá åãêõñüôçôáò åðåêôåSSíåôáé óôéò óœåôéêïðïéçìÝíåò Ýííïéåò. Œñçóéìïðïéþíôáò ôï ðáñÜäåéãìÜ ôïõ ôïõ äõáäéêïý ðä-éóôïý ôïõ ïðïSSïõ üëá ôá áíáäñïìéêÜ êëáäéÜ (áëëÜ üœé üëá ôïõ ôá êëáäéÜ) åSSíáé ðåðåñáóìÝíá, êáé èåùñþíôáò üôé ç Φ = Θ åSSíáé ç êëÜóç üëùí ôùí ãåíéêþí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí, ï Kleene Ýäåéîå üôé ï Brouwer äåí èá ìðïñïýóå íá Ýœåé áðïäåSSîåé ôï Èåþñçìá ôïõ ÖñÜãìáôïò œùñSSò íá œñçóéìïðïéÞóåé óôçí áðüäåéîç ôçí áíÜóôñïöç åðáãùãÞ.

44Ðñüêåéôáé, üðùò êáé óôçí áñéèìçôéêÞ ðåñSSðôùóç, ãéá ìSSá ìåôÜöñáóç, ìÝóù ôçò ïðïSSáò óå êÜèå

ôýðï Å áíôéóôïéœåSS Ýíáò ôýðïò ” r Å.

45GC

1 åSSíáé ôï óœÞìá ∀á(A(á) → ∃âB(á; â)) → ∃ó∀á(A(á) → ∃â( [œ]{á} = â & B(á; â))), üðïõ ï A åSSíáé óœåäüí áñíçôéêüò ôýðïò.

Èåþñçìá. (Kleene) Ôï áîSSùìá óœÞìá ôçò áíÜóôñïöçò åðáãùãÞò åSSíáé áíåîÜñôçôï áðü ôá õðüëïéðá áîéþìáôá ôçò åíïñáôéêÞò áíÜëõóçò. Áí ôï \èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò" áíôéêáôáóôÞóåé ôï óœÞìá ôçò áíÜóôñïöçò åðáãùãÞò, ôüôå êé áõôü åðSSóçò åSSíáé áíåîÜñôçôï áðü ôá Üëëá áîéþìáôá.^{46}

Óôç óõíÝœåéá èåþñçóå üôé ç Φ = Θ åSSíáé ç êëÜóç Ξ üëùí ôùí áñéèìçôéêþí óõíáñôÞóåùí, ç ïðïSSá åSSíáé (êëáóéêÜ) êëåéóôÞ ãéá ôç ãåíéêÞ áíáäñïìéêüôçôá êáé ôïí ôåëåóôÞ Üëìáôïò (jump operation), êáé áðÝäåéîå (êëáóéêÜ) üôé ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò êáé üëá ôá áîéþìáôá ôïõ åíïñáôéêïý óõóôÞìáôïò åêôüò áðü ôçí áíÜóôñïöç åðáãùãÞ åSSíáé Ξ/ðñáãìáôïðïéÞóéìá/Ξ . (Áñãüôåñá, ïé Howard êáé Kreisel [26] áðÝäåéîáí üôé ç áíÜóôñïöç åðáãùãÞ ðñÜãìáôé ìåôáâÜëëåé ôçí åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞů ï Troelstra [46] áðÝäåéîå üôé ôï èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò äåí Ýœåé ôï SSäéï áðïôÝëåóìá.)

Ï Kreisel [34] ðñþôïò õðÝäåéîå Ýíá äéáöïñåôéêü åSSäïò ôñïðïðïSSçóçò ôçò ðñáãìáôïðïSSçóçò (ðïõ áñãüôåñá ðñïóÜñìïóå ï Kleene) ãéá íá áðïäåSSîåé üôé ç áñœÞ ôïõ Markov åSSíáé áíåîÜñôçôç áðü ôá åíïñáôéêÜ áîéþìáôá. Ïé Kreisel êáé Kleene œñçóéìïðïSSçóáí ñçôïýò ôýðïõò (types), üìùò ôï SSäéï áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé áí œñçóéìïðïéçèïýí õðïäçëïýìåíïé (implicit) ôýðïé ìÝóù ìSSáò Ýííïéáò óõìöùíSSáò (agreement). Ï Van Oosten [41] åîçãåSS ôç âáóéêÞ éäÝá: \ÊÜèå ôýðïò Ýœåé äýï óýíïëá ðñáãìáôïðïéçôþí (realizers), üðïõ ïé ðñáãìáôéêïSS åSSíáé õðïóýíïëï ôùí äõíÜìåé ðñáãìáôïðïéçôþí."

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç " óõìöùíåSS ìå ôï (agrees with) A → B áí, üðïôå ç ff óõìöùíåSS ìå ôï A, ôï {"}[ff] ïñSSæåôáé êáé óõìöùíåSS ìå ôï B. Áí F åSSíáé ìSSá óõëëïãÞ óõíáñôÞóåùí êëåéóôÞ ãéá ôï \ãåíéêÜ áíáäñïìéêÞ ùò ðñïò" êáé ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ A → B åñìçíåýïíôáé ìå áñéèìïýò êáé óõíáñôÞóåéò áðü ôçí F, ôüôå ç " FðñáãìáôïðïéåSS ôï A → B ùò ðñïò áõôÞ ôçí åñìçíåSSá ôùí ìåôáâëçôþí áí " ∈ F êáé ç " óõìöùíåSS ìå ôï A → B êáé ãéá êÜèå ff ∈ F: áí ç ff^FðñáãìáôïðïéåSS ôï A ùò ðñïò ôçí åñìçíåSSá, ôüôå ôï {"}[ff]^FðñáãìáôïðïéåSS ôï B ùò ðñïò ôçí åñìçíåSSá.

Ç áðüäåéîç üôé ç áíÜóôñïöç åðáãùãÞ åSSíáé^FðñáãìáôïðïéÞóéìç åSSíáé ðéï ðåñSSðëïêç áðü áõôÞí ãéá ôçí ðñáãìáôïðïSSçóç. Ç êñSSóéìç ðáñáôÞñçóç åSSíáé üôé áí ç ff^FðñáãìáôïðïéåSS ôï ∀á∃!xR(á(x)), ôüôå ôï {ff}[’] ïñSSæåôáé ãéá êÜèå ’ áðü ôç óõìöùíSSá, êáé ôï ({ff}[’](0))_0 = x åîáñôÜôáé ìüíï áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñœéêü ôìÞìá ôçò ’. Ïìùò êÜèå ðåñéïœÞ ôçò ’ ðåñéÝœåé óôïéœåSSá ôçò F, êáé ç õðüèåóç ãéá ôç ff óõíåðÜãåôáé (ìå Ýíá Ýììåóï åðéœåSSñçìá) üôé, áí (x) = ’(x) êáé ∈ F ôüôå ({ff}[ ](0))_0 = x åðSSóçò. Áõôü ðáñÝœåé ôç âÜóç ãéá ôç äéáéóèçôéêÞ áíÜóôñïöç åðáãùãÞ.

Ãéá ôçí_sðñáãìáôïðïSSçóç ôïõ Kleene, ç F åSSíáé ç êëÜóç üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí. Ãéá íá äïýìå üôé ç áñœÞ ôïõ Markov äåí åSSíáé_sðñáãìáôïðïéÞóéìç, õðïèÝôïõìå üôé ç ff_sðñáãìáôïðïéåSS ôï ∀á(¬∀x¬(á(x) = 0) → ∃x(á(x) = 0)). Ôüôå ôï fi = {ff}[–t:1]_sðñáãìáôïðïéåSS ôï ¬∀x¬(á(x) = 0) → ∃x(á(x) = 0) üôáí ôï á åñìçíåýåôáé ìå –t:1, êáé õðÜñœåé ìSSá áíáäñïìêÞ „ ç ïðïSSá óõìöùíåSS ìå ôçí õðüèåóç, ïðüôå ôï ({fi}[„](0))_0 = x êáèïñSSæåôáé áðü ôï –t:1(z) ãéá êÜðïéï z. Áí ’(y) = 1 ãéá y ≤ x+z áëëÜ ’(x+z+1) = 0, ôüôå ç „_sðñáãìáôïðïéåSS ôçí õðüèåóç ¬∀x¬(á(x) = 0) üôáí ôï á åñìçíåýåôáé ìå ’, áëëÜ ôï {fi}[„] äåí_sðñáãìáôïðïéåSS ôï óõìðÝñáóìá.

Ç óœåôéêïðïéçìÝíç åêäïœÞ áíáðôýœèçêå óôï [37] (ìå F ôçí êëÜóç üëùí ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí) ãéá íá áðïäåéœèåSS üôé ôï ∀á¬¬GR(á) åSSíáé óõíåðÝò ìå ôçí åíïñáôéêÞ èåùñSSá êáé ôï ÓœÞìá ôïõ Vesley [42], áðü ôï ïðïSSï Ýðïíôáé áíôéðáñáäåSSãìáôá ôïõ äçìéïõñãïýíôïò õðïêåéìÝíïõ (creating subject) ôïõ Brouwer. Ãéá Üëëåò

46[30] Ðüñéóìá 9.9. Ç êõêëéêüôçôá óôçí \áðüäåéîç" ôïõ Brouwer ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ öñÜã-

ìáôïò áíáëýåôáé óôï ÊåöÜëáéï 6.

åöáñìïãÝò, ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé ç óõíÞèçò óõíáñôçóéáêÞ ðñáãìáôïðïSSçóç ðáñÝœåé ìSSá êëáóéêÞ áðüäåéîç üôé ç åíïñáôéêÞ èåùñSSá FIM åSSíáé óõíåðÞò ìå ôçí PA, åöüóïí êëáóéêÜ êÜèå áñéèìçôéêÞ ðåñSSðôùóç ôïõ íüìïõ ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñSSôïõ ðñáãìáôïðïéåSSôáé áðü êÜðïéá óõíÜñôçóç.

Áí A(x) åSSíáé ïðïéïäÞðïôå áñéèìçôéêü êáôçãüñçìá ìå åëåýèåñç ìüíï ôçí x, Ýóôù F[A(x)] ç óõëëïãÞ üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ åSSíáé êëáóéêÜ áíáäñïìéêÝò ùò ðñïò ôçí êýñéá åñìçíåSSá ôïõ A(x). Ôüôå ôá ∀x(A(x) ∨ ¬A(x)) êáé ∀á¬¬∃e∃â[∀x(â(x) = 0 ↔ A(x)) & ∀x∃y[T_1(e; x; â(y)) & U(â(y)) = á(x))]] åSSíáé^{F[A(x)]}ðñáãìáôïðïéÞóéìá, êáé Üñá óõíåðÞ ìå ôï FIM. ÅSSíáé åðïìÝíùò äõíáôü íá åñìçíåýóïõìå ôï êáôáóêåõáóôéêÜ áðñïóäéüñéóôï ìÝñïò ôïõ åíïñáôéêïý óõíåœïýò óáí êëáóéêÜ áíáäñïìéêü ùò ðñïò ôï êáôáóêåõáóôéêÜ ðñïóäéïñéóìÝíï ìÝñïò, ôï ïðïSSï èá ìðïñïýóå íá ðåñéÝœåé ôéò œáñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò áõèáSSñåôá ðïëýðëïêùí áñéèìçôéêþí óœÝóåùí. ÂÝâáéá, åSSíáé áäýíáôï íá áðïäþóïõìå áñéèìïýò g-odel (Þ áêüìç êáé óœåôéêïýò áñéèìïýò g-odel) ìå óõíåœÞ ôñüðï, ïðüôå ôï ¬¬∃e äåí ìðïñåSS íá áíôéêáôáóôáèåSS óõíåðþò áðü ôï ∃e.

4.7. Ìéá ìáôéÜ óôï óÞìåñá êáé ôï áýñéï. Ïé öéëïóïöéêÝò ôïõ åðéëïãÝò Þôáí ôï êSSíçôñï ôïõ Brouwer ãéá ôçí åíïñáôéêÞ áíáêáôáóêåõÞ ôùí ìáèçìáôéêþí. Ïìùò, óáí ìéá åéñùíåSSá ôçò éóôïñSSáò, ôï åíäéáöÝñïí ãéá ôçí åíïñáôéêÞ óêÝøç (åêôüò áðü áõôïýò ðïõ óõììåñSSæïíôáé áíÜëïãåò öéëïóïöéêÝò èÝóåéò) ðçãÜæåé óÞìåñá êõñSSùò áðü ôç ëïãéêÞ êáé ôçí åðéóôÞìç ôùí õðïëïãéóôþí.

Ç B-H-K åñìçíåSSá âñÞêå ìSSá áêñéâÞ õëïðïSSçóÞ ôçò áðü ôïí Kleene óôçí Ýííïéá ôçò ðñáãìáôïðïSSçóçò, ç ïðïSSá ôç äéáóõíäÝåé ìå ôç èåùñSSá ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùíů áëëÜ êáé óå óõíäõáóìü ìå ôá áðïäåéêôéêÜ óõóôÞìáôá ôïõ Gentzen, ïäÞãçóå óôçí áíôéóôïéœSSá Curry - Howard, ðïõ óõóœåôSSæåé ôéò áðïäåSSîåéò ìå ë-üñïõò êáé ôåëéêÜ ìå ðñïãñÜììáôá. Óôï SSäéï ðëáSSóéï åíôÜóóåôáé êáé ç åíïñáôéêÞ èåùñSSá ôýðùí ôïõ Per Martin-L-of. Ï ðïëõìïñöéêüò ë-ëïãéóìüò Þ óýóôçìá F ôïõ Girard êáé ï ëïãéóìüò ôùí êáôáóêåõþí ôùí Coquand êáé Huet (ðÜíù óôïí ïðïSSï óœåäéÜóôçêå ç óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá - prover (proof checker) Coq, ìå ôçí ïðïSSá Ýãéíå ìåôáîý Üëëùí ðñüóöáôá (2004) åðáëÞèåõóç ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí 4 œñùìÜôùí), áðïôåëïýí åöáñìïãÝò ôùí ðñïçãïõìÝíùí. Ç ðåñéãñáöÞ ôçò åîÝëéîçò êáé ôùí áëëçëåðéäñÜóåùí ôùí éäåþí áõôþí, äéáôõðþíåôáé åìðåñéóôáôùìÝíá óôï Üñèñï \From constructivism to computer science" ôïõ A. S. Troelstra, [49].

ÌSSá äéáöïñåôéêÞ ðçãÞ åíäéáöÝñïíôïò áðïôÝëåóå ç èåùñSSá êáôçãïñéþí, üðïõ âñÝèçêå üôé óçìáíôéêÝò äïìÝò üðùò ïé ôüðïé, åSSíáé ìïíôÝëá ôçò åíïñáôéêÞò ëïãéêÞò. Óôï Üñèñï [41] ôïõ J. van Oosten ìðïñåSS íá âñåé êáíåSSò ìéá óêéáãñÜöçóç áõôÞò ôçò ãñáììÞò áíÜðôõîçò ôçò èåùñSSáò.

ÄéÜöïñá ëïãéêÜ êáé ìáèçìáôéêÜ óõóôÞìáôá êáé óçìáóéïëïãSSåò áíáðôýœèçêáí óå óœÝóç ìå ôçí åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ. ÅíäåéêôéêÜ áíáöÝñïõìå ôç óçìáóéïëïãSSá Kripke êáèþò êáé ôéò êáôáóêåõáóôéêÝò åêäïœÝò ôçò èåùñSSáò óõíüëùí Zermelo - Fraenkel, üðùò ôïõ J. Myhill êáé ôïõ P. Aczel. ÁëëÜ êáé ôçí êáôáóêåõáóôéêÞ áíÜðôõîç ìåãÜëïõ ìÝñïõò ôçò áíÜëõóçò áðü ôïí E. Bishop êáé ôç óœïëÞ ôïõ, üðùò êáé ôá áíáäñïìéêÜ êáôáóêåõáóôéêÜ ìáèçìáôéêÜ ôçò ñùóéêÞò óœïëÞò ðïõ óõíäÝåôáé ìå ôïí A. A. Markov.

Óå êÜèå ðåñSSðôùóç, ôá åíïñáôéêÜ ìáèçìáôéêÜ áðïôåëïýí ìSSá ðëïýóéá ðçãÞ ìáèçìáôéêþí éäåþíů åSSôå ìðïñïýí íá áíáðôýóóïíôáé ìÝóá óôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ óáí

Ýíá êïììÜôé ôïõò, åSSôå ìðïñïýí íá èåùñïýíôáé óáí ìSSá åðÝêôáóç ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí,^{47} ðñïóöÝñïíôáò äéáöïñåôéêïýò ïñéóìïýò êáé åêëåðôýíóåéò ôùí ëïãéêþí êáé ìáèçìáôéêþí åííïéþí, ìå ü,ôé áõôü óõíåðÜãåôáé.

ÂéâëéïãñáöSSá

[1] Benacerraf, P. and Putnam, H., Philosophy of Mathematics. Selected Readings, Prentice Hall 1964.

[2] Beth, E.W., The foundations of mathematics, North-Holland, Amsterdam 1959. [3] Borel, E., Sur les principes de la th«eorie des ensembles, in G.Castelnuovo , ed., Atti dei IV Congresso Internazionale dei Matematici, Roma, 6-11 Aprile 1908, Vol.II, 15-17.

[4] Buss, S., ed., Handbook of Proof Theory, Elsevier, Amsterdam 1998. [5] Brouwer, L. E. J., On the foundations of mathematics, English translation, in Heyting, ed., L. E. J. Brouwer Collected Works, Vol 1, 11-101.

[6] Brouwer, L. E. J., The untrustworthiness of the logical principles, English translation, in Heyting, ed., L. E. J. Brouwer Collected Works, Vol 1, 102-104.

[7] Brouwer, L. E. J., Intuitionism and formalism, translated by A. Dresden, Bull. Amer. Math.

Soc. 20 (1913), 81-96. Reprinted in Benacerraf and Putnam, eds., Philosophy of Mathematics, 66-77.

[8] Brouwer, L. E. J., Begr-undung der Mengenlehre unabh-angig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten. Erster Teil: Allgemeine Mengenlehre, in Heyting, ed., L. E. J. Brouwer Collected Works, Vol 1, 150-190.

[9] Brouwer, L. E. J., On the domains of de˛nition of functions, English trans. in Van Heijenoort, ed., From Frege to G-odel, 446-463.

[10] Brouwer, L. E. J., Die Struktur des Kontinuums, in Heyting, ed., L. E. J. Brouwer Collected Works, Vol 1, 429-440.

[11] Brouwer’s Cambridge Lectures on Intuitionism, edited by D. van Dalen, Cambridge University Press (1981) [12] Dalen, D. van, Mystic, Geometer, and Intuitionist. The Life of L. E. J. Brouwer, Clarendon press, Oxford, 1999.

[13] Gentzen, G., Untersuchungen -uber das logische Schliessen, Math. Zeitschrift 39 (1934-5), 176-210, 405-431.

[14] Gentzen, G., -Uber das Verh-altnis zwischen intuitionistischer und klassischer Logik, accepted by Math. Annalen (1933) but withdrawn; published in Arch. Math. Logik 16 (1974), 119-132. English trans. in Szabo, M., ed., Gentzen: Collected Papers, North-Holland, Amsterdam (1969), 53-67.

[15] Glivenko, V., Sur la logique de M. Brouwer, Akad«emie Royale de Belgique, Bulletin de la Classe des Sciences (5) 14 (1928), 225-228.

[16] Glivenko, V., Sur quelques points de la logique de M. Brouwer, Acad. Roy. Belg., Bull. Sci.

(5) 15 (1929), 183-88. English translation (On some points of the logic of Mr. Brouwer) by A. Rocha in Mancosu, P., ed., From Brouwer to Hilbert, 301-305.

[17] G-odel, K., Eine interpretation des intuitionistischen Aussagenkalk«uls, Ergebnisse eines math.

Kolloq. 4 (1933), 39-40.

[18] Heijenoort, J. van, ed., From Frege to G-odel. A Source Book in Mathematical Logic 1879- 1931, Harvard University Press 1967.

[19] Heyting, A., Die formalen Regeln der intuitionistischen Mathematik I, Sitzungsberichte der Preuss. Akad. von Wissenschaften, physikalisch-mathematische Klasse (1930), 42-56. English translation (The formal rules of intuitionistic logic) in Mancosu, ed., From Brouwer to Hilbert, 311-327.

[20] Heyting, A., Die formalen Regeln der intuitionistischen Mathematik II, Sitz. Preuss. Akad.

Wiss., phys.-math. Kl. (1930), 57-71.

[21] Heyting, A., Die formalen Regeln der intuitionistischen Mathematik III, Sitz. Preuss. Akad.

Wiss., phys.-math. Kl. (1930), 158-169.

47Óáí óõãêåêñéìÝíåò ðåñéðôþóåéò ìáèçìáôéêÞò õëïðïSSçóçò áõôÞò ôçò ïðôéêÞò áíáöÝñïõìå ôá [38, 39]

[22] Heyting, A., Sur la logique intuitionniste, Acad’emie Royale de Belgique, Bull. 16 (1930), 957-63. English trans. (On intuitionistic logic) by A. Rocha in Mancosu, ed., From Brouwer to Hilbert, 306-310.

[23] Heyting, A., Ed., L. E. J. Brouwer Collected Works, Vol. 1: Philosophy and Foundations of Mathematics, North-Holland/American Elsevier 1975.

[24] Hilbert, D. and Bernays, P., Grundlagen der Mathematik, Vol. 1 (1934), Vol. 2 (1939). [25] Hesseling, D., Gnomes in the Fog. The Reception of Brouwer’s Intuitionism in the 1920s, Birkha-user Verlag 2003.

[26] Howard, W. and Kreisel, G., Trans˛nite induction and bar induction of types zero and one, and the role of continuity in intuitionistic analysis, Jour. Symbolic Logic 31 (1966) 325-358.

[27] Kino, A., Myhill, J. and Vesley, R., eds., Intuitionism and Proof Theory, North-Holland, Amsterdam, 1970.

[28] Kleene, S. C., On the interpretation of intuitionistic number theory, Jour. Symbolic Logic 10 (1945), 109-124.

[29] Kleene, S. C., Introduction to Metamathematics, North-Holland, Amsterdam, 1952. [30] Kleene, S. C. and Vesley, R. E., The Foundations of Intuitionistic Mathematics, Especially in Relation to Recursive Functions, North-Holland, Amsterdam, 1965.

[31] Kleene, S. C., Formalized recursive functionals and formalized realizability, Memoirs, no. 89, American Mathematical Society, 1969.

[32] Kolmogorov, A., On the principle of excluded middle, translated from the Russian in van Heijenoort, ed. From Frege to G-odel, 414-437.

[33] Kolmogorov, A., Zur Deutung der intuitionistischen Logik, Math. Zeitschrift 35 (1932), 58-65.

English trans. (On the interpretation of intuitionistic logic) in Mancosu, ed., From Brouwer to Hilbert, 328-334.

[34] Kreisel, G., The non-derivability of ¬(x)A(x) → (Ex)¬A(x), A primitive recursive, in intuitionistic formal systems, Jour. Symb. Logic 23 (1958), 456-457.

[35] Loeb, I., Equivalents of the (Weak) Fan Theorem, Annals of Pure and Applied Logic 132 (2005), 51-66.

[36] Mancosu, P., ed., From Brouwer to Hilbert. The Debate on the Foundations of Mathematics in the 1920s, Oxford University Press, 1998.

[37] Moschovakis, J. R., Can there be no non-recursive functions, Jour. Symb. Logic 36 (1971), 309-315.

[38] Moschovakis, J. R., A classical view of the intuitionistic continuum, Annals of Pure and Applied Logic 81 (1996) 9-24.

[39] Moschovakis, J. R., Classical and constructive hierarchies in extended intuitionistic analysis, Jour. Symb. Logic 64 (2003), 1015-1043.

[40] Nelson, D., Recursive functions and intuitionistic number theory, Trans. Amer. Math. Soc.

61 (1947), 307-368.

[41] Oosten, J. van, Realizability: a historical essay, Math. Struct. Comp. Sci 12 (2002), 239-263. [42] Vesley, R. E., A palatable substitute for Kripke’s schema, in Kino, Myhill, Vesley, ed., Intuitionism and Proof Theory, 197-207.

[43] Stigt, W. P. van, Brouwer’s Intuitionism, North-Holland, Amsterdam (1990). [44] Peano, G., The principles of arithmetic, presented by a new method, English trans. in Van Heijenoort, ed., From Frege to G-odel, 83-97.

[45] Troelstra, A. S., The scienti˛c work of A. Heyting, Compositio Mathematica 20 (1968), 3 - 12. [46] Troelstra, A. S., Note on the fan theorem, Jour. Symb. Logic 39 (1974), 584-596. [47] Troelstra, A. S., History of constructivism in the 20th century, Univ. Amsterdam preprint ML-91-05, 1991.

[48] Troelstra, A. S., Realizability, in S. Buss, ed., Handbook of Proof Theory, 407-473. [49] Troelstra, A. S., From Constructivism to Computer Science, Theoretical Computer Science 211, 233{252. Text of the lecture held on occasion of receiving the F.L. Bauer-prize. Preprint: ILLC Research report CT-96-02.

[50] Troelstra, A. S. and Dalen, D. van, Constructivism in Mathematics I and II, North-Holland, Amsterdam, 1988.

Index

B-H-K åñìçíåSSá, 4 Baire, R., 1 Borel, E., 1, 13 Brouwer, Luitzen Egbertus Jan, 1

Cantor, G., 2, 13, 14 Church, A., 1, 10, 12

G-odel, K., 1, 6, 10 Gentzen, G., 6, 7 Glivenko, V.I., 1, 4{6

Heyting, A., 1, 4, 5, 22 Hilbert, D., 1, 2, 4, 10

Kant, I., 2, 13 Kleene, S.C., 1, 3{5, 10, 11, 22, 27, 28 Kolmogorov, A., 1, 4, 5 Kreisel, G., 12, 28 Kronecker, L., 1

Lebesgue, H., 1, 13

Nelson, D., 11, 12

Peano, G., 1, 3, 5 Poincar«e, H., 1, 13

Troelstra, A.S., 12, 28

Vesley, R.E., 1, 22

Zermelo, E., 2

áêïëïõèSSåò åðéëïãþí, 15 áñéèìçôéêÞ Heyting HA (åíïñáôéêÞ áñéèìçôéêÞ), 9, 10 áñíçôéêÞ ìåôÜöñáóç, 6, 8, 10 áñœÞ ôçò åðáãùãÞò, 3 áñœÞ ôçò óõíÝœåéáò, 22, 25 áñœÞ ôïõ Markov, 12, 13, 28 áóèåíÞ áíôéðáñáäåSSãìáôá (Brouwerian counterexamples), 19

åSSäïò (species), 16 åíïñáôéêÞ áíÜëõóç, 22 åíïñáôéêÞ ëïãéêÞ, 3 åíïñáôéóìüò, intuitionism, 1

èåþñçìá ôçò âåíôÜëéáò (fan theorem), 21, 25 èåþñçìá ôïõ öñÜãìáôïò (bar theorem), 21, 24 éóôüò (Menge, spread), 16

ëïãéêéóìüò, 2

ìåôáìáèçìáôéêÜ, 2, 10

íüìïò ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñSSôïõ, 1, 13 ðñáãìáôïðïSSçóç, 10, 12

áñéèìçôéêÞ, 10, 11 óõíáñôçóéáêÞ, 1, 26, 27

óõíåœÝò, åíïñáôéêÞ èåùñSSá ãéá ôï, 1, 13, 18

öïñìáëéóìüò, 2